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1 数列と極限

1.1 実数と数直線

定義 1.1 (実数) 実数（real number）は数直線（number line）と一対一対応する数のことである．

注意 1.2 (実数の性質)

• 実数（数直線）は切目なく連続してつながっている． →連続性については直感的な理解で十分．

• 数直線上の 2点間には左右の位置関係が必ず存在する．二つの実数の間には必ず大小関係がある．
表記は以下のように行なう：

a > b, a < b. (1)

a≥ b, a≤ b, (2)

a = b, a 5 b, (3)

a > b, a 6 b. (4)

本講義では単に数と述べるときは実数を指すものとする．

1.2 数

数にはいろいろな種類がある．それらのうち普段よく用いるものを列挙する：

• 自然数（natural number）：1,2,3, · · · 自然数全体の集合 = N

• 整数（integer）：· · · ,−2,−1,0,1,2, · · · 整数全体の集合 = Z

• 有理数（rational number）：1
2, 2

3, 1
5,−2

3, · · · 分数で表される数 有理数全体の集合 =Q

• 無理数（irrational number）：
√

2,−√3,π, · · · 分数で表せない実数

• 実数（real number）：有理数と無理数をあわせた数 実数全体の集合 = R

• 複素数（complex number）：{a+ ib | a,b∈ R, i2 =−1} 複素数全体の集合 = C

上記の数の集合には包含関係があり自然な拡張となっている：

N⊂ Z⊂Q⊂ R⊂ C . (5)

問 1.3 (実数の小数表現) 有理数は有限小数または循環小数となる．無理数は循環しない無限小数となる．
これを示せ．

1.3 区間

定義 1.4 (区間) Rの部分集合 I に関して次の名称を定義する：

• 開区間（open interval）： (a,b) = {x|a < x < b, x∈ R}.

• 閉区間（closed interval）： [a,b] = {x|a≤ x≤ b, x∈ R}.

問 1.5 参考書（p.5）問題 1-2 1.
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1.4 上限，下限

定義 1.6 (上限，下限) 集合 X ⊂ Rに対して

∀x∈ X, x≤M をみたす最小な M が存在 ⇔ supX = M

∀x∈ X, m≤ xをみたす最大な mが存在 ⇔ inf X = m

supXを Xの上限（supremum），inf Xを Xの下限（infimum）という．

例 1.7 (上限，下限の具体例)

sup(1,2] = 2, inf(1,2] = 1 (6)

sup{x2 | −1≤ x≤ 1}= 1, inf{x2 | −1≤ x≤ 1}= 0 (7)

sup{(−1)n |n∈ N}= 1, inf{(−1)n |n∈ N}=−1 (8)

1.5 絶対値

定義 1.8 (絶対値) 実数 aの絶対値（absolute value）を

|a|=





a (a > 0)

0 (a = 0)

−a (a < 0)

(9)

と定義する．

問 1.9 (絶対値の別の定義) 関数 max(x,y)を

max(x,y) =





x (x > y)

x (x = y)

y (x < y)

(10)

と定義するとき，|a|= max(a,−a)が成立することを示せ．

定理 1.10 (絶対値の性質) 絶対値に関して以下の性質が成り立つ：

(1) |−a|= |a|.

(2) |ab|= |a||b|.

(3) |a+b| ≤ |a|+ |b|.

(4) |a−b| ≥ |a|− |b|.

問 1.11 (絶対値の性質) 性質 (1)–(4)を示せ．

（証明）aと bとをそれぞれ正，負，零の場合に分け，全ての組合わせにおいて議論を行なう．
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1.6 数列

定義 1.12 (数列) 数列（sequence）とは数を順番に並べたものであり，

a1, a2, a3, a4, · · · , an, · · · (11)

= {an |n = 1,2,3, · · ·} (12)

= {an |n∈ N}= {an} (13)

と書き表す．n番目の数を第 n項と呼ぶ．第 n項を nに関する式で書き下したものを一般項（general
term）と呼ぶ．第 n項，第 n+ 1項，· · · , 第 n+ k項の間の関係を書き下した式を漸化式（recurrence
relation）と呼ぶ．

例 1.13 (数列の一般項と漸化式の具体例)

{an}= 1,2,3,4,5, · · · 一般項： an = n, 漸化式： an+1−an = 1. (14)

{an}= 1,4,7,10,13, · · · 一般項： an = 3n−2, 漸化式： an+1−an = 3. (15)

{an}= 2,4,8,16,32, · · · 一般項： an = 2n , 漸化式： an+1 = 2an . (16)

数列についていくつか種類をあげる．

定義 1.14 (等差数列) 数列 {an} の隣り合う項の差が一定の数列を等差数列（arithmetical progression
sequence）と呼ぶ．すなわち，漸化式と一般項とがそれぞれ

an+1−an = a, an = an+b (17)

と表される数列を指す．

定義 1.15 (等比数列) 数列 {an}の隣り合う項の比が一定の数列を等比数列（geometrical progression se-
quence）と呼ぶ．すなわち，漸化式と一般項とがそれぞれ

an+1

an
= r , an = arn−1 (18)

と表される数列を指す．

例 1.16 (等差数列と等比数列の具体例) 数列（14）は an+1−an = 1を満たすので等差数列である．数列
（15）は an+1−an = 3を満たすので等差数列である．数列（16）は an+1/an = 2を満たすので等比数列で
ある．

1.7 数列の極限

数列 {an}が

1,
1
2
,

1
3
,

1
4
,

1
5
, · · · , 1

n
, · · · (19)

と与えられたとする．この数列 {an}は nが限りなく大きくなるにつれて 0にどんどんと近づいて行く．
このことを数学的には，数列 {an}は極限（limit）が存在し 0に収束する（convergent），という．一般
的には次のように表現する．
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定義 1.17 (数列の極限)

nが限りなく大きくなるにつれて， (20)

anは限りなくある確定した有限値 aに近づいて行く． (21)

⇔ lim
n→∞

an = a (22)

⇔ an → a (a→ ∞) (23)

⇔ anの極限は aである． (24)

⇔ anは aに収束する． (25)

収束しない場合を発散する（divergent）という．

注意 1.18 (数列の極限に関する注意) 数列（19）は an = 1/n > 0であるので，anがいかに 0に近づいた
としても，決して 0になることはない．an 6= 0である． lim

n→∞
an = 0の意味はあくまでも，数列 anは 0に

近づいて行く，という意味である．

例 1.19 (負巾で表される数列の極限) 以下の一般項をもつ数列をそれぞれ考える：

an =
1
n

, an =
1
n2 , an =

1
n3 , · · · , an =

1
np , · · · (26)

すべての数列に対して lim
n→∞

an = 0である．これは標語的に書くと a∞ = 1
∞ = 0である．このとき数列は有

限確定である．

1.8 数列の極限に関する定理

定理 1.20 (数列の極限に関する定理)

lim
n→∞

(an−a) = 0 ⇔ lim
n→∞

an = a. (27)

定理 1.21 (数列の極限に関する定理) 数列 {an}, {bn}に関して極限

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b (28)

が存在するとき，以下の関係式が成り立つ：

lim
n→∞

(an +bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = a+b. (29)

lim
n→∞

(α an +β an) = α lim
n→∞

an +β lim
n→∞

bn = α a+β b. (30)

lim
n→∞

(anbn) =
(

lim
n→∞

an

)(
lim
n→∞

bn

)
= ab. (31)

lim
n→∞

(
an

bn

)
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=

a
b

(b 6= 0のとき) . (32)

ただし α, β は定数とする．

注意 1.22 (不定形) 上の定理は四則演算と極限の操作を交換可能であることを意味している．しかし，定
理が適用可能なのは，現れる数列それぞれが有限確定するときのみである．もし極限の計算結果が不定形

0
0

,
∞
∞

, ∞−∞ , ∞ ·0, 00 , ∞0 , 1∞ (33)
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となるときは，途中の計算過程で定理が適用不可能となっている．計算結果が次のようなときは有限ま
たは無限確定である：

1
0

= ∞ ,
1
∞

= 0,
∞
1

= ∞ , ∞+∞ = ∞ . (34)

定理 1.23 (はさみうちの定理) 数列 {an}, {bn}, {cn}が

an ≤ cn ≤ bn , n = 1,2,3, · · · (35)

を満たすとき，

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a (36)

ならば，

lim
n→∞

cn = a (37)

が成り立つ．

1.9 収束する数列のいろいろ

例 1.24 (有理式で表される数列の極限) 一般項が

an =
2n2 +1

3n2 +5n−1
(38)

により与えられる数列を考える．定理を適用して計算を試みる．分子分母の極限をとり，

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n2 +1
3n2 +5n−1

=
lim
n→∞

(2n2 +1)

lim
n→∞

(3n2 +5n−1)
=

∞
∞

. ←不確定 (39)

を得るがこれは誤りである．そもそも分子分母はそれぞれ発散するので定理は適用不可である．あらた
めて計算を行なう：

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n2 +1
3n2 +5n−1

= lim
n→∞

2+
1
n2

3+
5
n
− 1

n2

=
lim
n→∞

(
2+

1
n2

)

lim
n→∞

(
3+

5
n
− 1

n2

) (40)

=
lim
n→∞

(2)+ lim
n→∞

(
1
n2

)

lim
n→∞

(3)+ lim
n→∞

(
5
n

)
+ lim

n→∞

(
1
n2

) =
2+0

3+0−0
=

2
3

. ←有限確定 (41)

今回は有限確定となり極限が求まる．計算の途中においては，定理が適用可能であるかの判断は難しい．
最終形まで計算した結果が有限確定または無限確定であれば，途中の計算も定理が適用可能であること
が多い．
次に一般項が

an =
n2 +5n+1

n+2
(42)
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で与えられる数列を考える．式を変形して極限を考える：

an =
n2 +5n+1

n+2
=

n+5/n+1/n2

1+2/n
→ ∞

1
= ∞ . ←無限確定 (43)

最後に一般項が

an =
n+4

n2−3n+1
(44)

である数列の極限を考える．式を変形して極限を考える：

an =
n+4

n2−3n+1
=

1/n+4/n2

1−3/n+1/n2 →
0+0

1−0+0
=

0
1

= 0. ←有限確定 (45)

以上をまとめると，有理式で表される数列の極限は，有理式の最大次数の巾で分子分母を割った後に
極限をとればよい．

例 1.25 (根号を含む数列の極限) 一般項が

an =
√

n
n+3

(46)

で与えられる数列の極限を考える．式を次のように変形した後に極限をとる：

an =
√

n
n+3

=

√
n/n2

1+3/n
=

√
1/n

1+3/n
→ 0

1+0
=

0
1

= 0. (47)

問 1.26 参考書（p.12）第１章演習問題．

例 1.27 (等比数列の極限) 等比数列 an = rn (r > 0)の極限を考える．(i) r > 1, (ii) r = 1, (iii) r > 1の場合
に分けて議論する．まず，(i) r = 1のとき，常に an = 1である．極限は 1である．つぎに，(iii) r > 1の
とき，r = 1+h (h > 0)とおく．このとき r > 1をみたす．anを hを用いて書き下すと

an = (1+h)n =
n

∑
k=0

(
n

k

)
1n−khk (48)

を得る．ここで

(
n

k

)
は二項係数（binomial coefficient）であり，

(
n

k

)
=

n!
(n−k)!k!

(49)

と定義する．n! は階乗（fractorial number）であり，

n! = n× (n−1)! , 0! = 1 (50)

と再帰的に定義する．anをあらためて書き直すと

an = (1+nh)+
(

n(n−1)
2

h2 + · · ·+nhn−1 +hn
)

(51)

となる．第三項以降を足したものは正となるので，

an > 1+nh (52)
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を得る．n→∞のとき 1+nh→∞より an→∞を得る．最後に，(i) r < 1のときを考える．h > 0を用い
て r を r = 1/(1+h)と置き換える．このとき r < 1を満たす．hを用いて anを書き下すと，

an =
1

(1+h)n =
1

(1+nh)+
(

n(n−1)
2 h2 + · · ·+hn

) <
1

1+nh
(53)

を得る．不等式

0 < an <
1

1+nh
(54)

が成立する．n→ ∞のとき 1/(1+nh)→ 0であるから，はさみうちの定理より an → 0を得る．以上を
まとめると

lim
n→∞

an = lim
n→∞

rn =





0 (r < 1)

1 (r = 1)

∞ (r > 1)

(55)

が求まる．

公式 1.28 (ネピア数)

lim
n→∞

(
1+

1
n

)n

= e (56)

この定数 eをネピア数（Napier’s number）という．

問 1.29 極限 lim
n→∞

(
1+

α
n

)n
(α ∈ R)を求めよ．

問 1.30 次の漸化式で与えられる数列の一般項と極限を求めよ．

(1) an+1 = pan +q.

(2) an+2 = 2pan+1 +qan.

(答え) (1)

an =





pn−1
(

a1− q
1− p

+
a

1− p

)
(p 6= 1)

(n−1)q+a1 (p = 1)
(57)

lim
n→∞

an =





∞ (|p| ≥ 1)

0 (|p|< 1)
(58)

(2)

an = c1 λ n−1
1 +c2 λ n−1

2 (59)

λ1 = p+
√

p2 +q, λ2 = p−
√

p2 +q, (60)

c1 =
a1λ2−a2

−2
√

p2 +q
, c2 =

a2−a1λ1

−2
√

p2 +q
(61)

|λ1|< 1かつ |λ2|< 1のとき anは 0に収束する．それ以外は発散する．
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1.10 発散する数列のいろいろ

例 1.31 (プラス無限大に無限確定な数列)

{an}= 1,2,3, · · · ,n, · · · . (62)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n = ∞ . (63)

anはプラス無限大（∞）に発散する．anは無限確定である．

例 1.32 (マイナス無限大に無限確定な数列)

{an}=−1,−2,−3, · · · ,−n, · · · . (64)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−n) =−∞ . (65)

anはマイナス無限大（−∞）に発散する．anは無限確定である．

例 1.33 (有限不確定な数列)

{an}= 1,−1,1,−1, · · · ,(−1)n−1, · · · . (66)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−1)n−1 ：発散 . (67)

有限な値に確定しないので anは発散する．−1≤ an≤ 1が成立している．anは有限の範囲内におさえら
れている．anは有限不確定である．

例 1.34 (無限不確定な数列)

{an}= 1,−2,3,−4, · · · ,(−1)n−1n, · · · . (68)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−1)n−1n ：発散 . (69)

anは有限な値に確定しない． |an|は増大して行く．ゆえに anは無限不確定である．

1.11 数列の有界性と単調性

定義 1.35 (有界数列) 数列 {an}に対して次の性質を定義する．

• an ≤ M を満たすとき，数列 {an} は上に有界（bounded from above）であるという．M を上界
（upper bound）と呼ぶ．

• m≤ anを満たすとき，数列 {an}は下に有界（bounded from below）であるという．mを下界（lower
bound）と呼ぶ．

• m≤ an ≤M を満たすとき，数列 {an}は有界（bounded）であるという．

有界な数列を有界数列（bounded sequence）と呼ぶ．
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例 1.36 (有界な数列の具体例) an = (−1)n−1は −1≤ an ≤ 1を満たすので有界である．

定義 1.37 (単調数列) 数列 {an}に対して次の性質を定義する．
• an < an+1を満たすとき，数列 {an}は単調増加（monotonic increasing）であるという．

• an ≤ an+1を満たすとき，数列 {an}は広義の単調増加（monotonic increasing in the wider sense）
であるという．

• an > an+1を満たすとき，数列 {an}は単調減少（monotonic decreasing）であるという．

• an ≥ an+1を満たすとき，数列 {an}は広義の単調減少（monotonic decreasing in the wider sense）
であるという．

単調増加もしくは単調減少な数列を総称して単調数列（monotonic sequence）と呼ぶ．

定理 1.38 (有界な単調数列の収束性) 有界な広義の単調数列は収束する．

例 1.39 (有界な単調数列の具体例) 数列

an =
2n−3
5n+1

(70)

を考える．

an+1−an =
17

(5n+6)(5n+1)
> 0 ⇒ an < an+1 (71)

を満たすので anは単調増加である．初項 a1 =−1/6は下界となる．上界は

2
5
−an =

17
5(5n+1)

> 0 ⇒ an <
2
5

(72)

により求まる．−1/6≤ an < 2/5となるので anは有界である．定理より anは収束する．実際，極限を
求めると

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n−3
5n+1

= lim
n→∞

2−3/n
5+1/n

=
2−0
5+0

=
2
5

(73)

と得られる．

問 1.40 参考書（p.174）問題 7-2.

1.12 級数

級数（series）とは数列 {an}の和である．式では

a1 +a2 +a3 + · · ·+an + · · · (74)

=
∞

∑
n=1

an = ∑an (75)

と書き表す．加法（足し算）は有限回の演算においてのみ定義されているので，式（74）は形式的な和
である．厳密に級数を定義するには次のように考える．まず第 n項までの有限和

Sn = a1 +a2 + · · ·+an (76)
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を考える．これを第 n部分和（the n-th partial sum）と呼ぶ．Snに関する数列

{Sn}= S1,S2, · · · ,Sn (77)

を考える．数列 {Sn}の極限

S= lim
n→∞

Sn (78)

が存在したとする．このとき級数 ∑anは存在し，その値は

∞

∑
n=1

an = S (79)

で与えられると定義する．極限 Sが存在するとき級数 ∑anは収束すると呼ぶ．極限 Sが存在しない場合
は級数 ∑anは発散すると呼ぶ．

定義 1.41 (級数) 数列 {an}の和 ∑anを級数（series）と呼び，その値は

∞

∑
n=1

an = lim
n→∞

n

∑
k=1

ak (80)

で定義する．この極限が存在するとき級数 ∑anは収束する（convergent）といい，収束しない場合を級
数 ∑anは発散する（divergent）という．

定理 1.42 (級数の収束) ∑an, ∑bnが収束するとき，∑(α an +β bn)もまた収束する．ただし α, β は定数
とする．このとき

∞

∑
n=1

(α an +β bn) = α
∞

∑
n=1

an +β
∞

∑
n=1

bn (81)

が成り立つ．

注意 1.43 (順番の入れ替え) 定理 1.42は級数が収束するときに限り，各項を足し合わせる順番を入れ替
えてもよいことを意味する．発散する場合は足し算の順番を入れ替えることはできない．

例 1.44 (無限級数の結合則) 数列 an = (−1)n−1の級数 S=
∞

∑
n=1

(−1)n−1を考える．すなわち

S= 1−1+1−1+1−1+1−1+ · · · (82)

である．足し算の順を入れ替えると

S= (1−1)+(1−1)+(1−1)+(1−1)+ · · · (83)

= 0+0+0+0+ · · ·= 0 (84)

となる．また別の順で足し合わせると

S= 1+(−1+1)+(−1+1)+(−1+1)+ · · · (85)

= 1+0+0+0+ · · ·= 1 (86)

となる．これらは矛盾する．どこが誤りであろうか？有限の項の和の常識は無限の項の和には通用しな
い．この場合の間違いは足し算の順を変えたことである．この例では結合則が成り立たない．定義 1.41

に従えば級数 Sは発散である．
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例 1.45 (等比級数) 等比数列 {an = arn−1}の無限和を等比級数（geometrical progression series）と呼び，

S=
∞

∑
n=1

arn−1 (87)

と書き表す．等比級数は

S=





a
1− r

(|r|< 1)

発散 (|r| ≥ 1)
(88)

となる．

（証明）第 n部分和

Sn =
n

∑
k=1

ark−1 = a(1+ r + r2 + · · ·+ rn−1) (89)

を考える．r = 1のとき，

Sn = a(1+1+ · · ·+1) = an (90)

となる．つぎに r 6= 1のとき，等式

1− rn = (1− r)(1+ r + r2 + · · ·+ rn−1) (91)

を用いると Snは

Sn = a
1− rn

1− r
(92)

と書ける．以上より

S= lim
n→∞

Sn =





lim
n→∞

an (r = 1)

lim
n→∞

a(1− rn)
1− r

(r 6= 1)
=





±∞ (r = 1)
a

1− r
(−1 < r < 1)

不確定 (r ≤−1)

(93)

となる．ただし無限大の符号は aの符号 sgn(a) = a/|a|で決まる．証明終り．

問 1.46 (1を根にもつ多項式の因数分解) 以下の等式を示せ．

1− rn = (1− r)(1+ r + r2 + · · ·+ rn−1) . (94)

注意 1.47 (初項が異なる級数) 級数が

S=
∞

∑
n=0

arn (95)

と定義されるときの値を考える．部分和は

Sn =
n

∑
k=0

arn = a(1+ r + r2 + · · ·+ rn) = a
1− rn+1

1− r
(96)

となるから，結局級数は

S= lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

a
1− rn+1

1− r
=

{
a

1−r (|r|< 1)

発散 (|r| ≥ 1)
(97)

と得られる．
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注意 1.48 (等比級数の有理式表現) |r|< 1のとき

1
1− r

= 1+ r + r2 + r3 + · · · (98)

とな．この式は 1を 1− r で割ることでも導出される．すなわち，

1
1− r

= 1+
r

1− r
(99)

= 1+ r +
r2

1− r
(100)

= 1+ r + r2 +
r3

1− r
(101)

= 1+ r + r2 + r3 +
r4

1− r
(102)

= 1+ r + r2 + r3 + · · · (103)

のように低次項を主項として割り算を無限回続ける．

例 1.49 (等比級数の具体例)

S=
∞

∑
n=1

1
2n =

1
2

+
1
22 +

1
23 + · · · (104)

=
1
2

(
1+

1
2

+
1
22 + · · ·

)
(105)

= a(1+ r + r2 + · · ·) (106)

=
a

1− r
=

1
2

1− 1
2

= 1. (107)

または

Sn =
n

∑
k=1

1
2k =

1
2

+
(

1
2

)2

+
(

1
2

)3

+ · · ·+
(

1
2

)n

(108)

=
1
2

{
1+

1
2

+
(

1
2

)2

+ · · ·+
(

1
2

)n−1
}

(109)

=
1
2

1−(
1
2

)n

1− 1
2

= 1− 1
2n (110)

S= lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

2n

)
= 1 (111)

例 1.50 (等比級数の具体例)

S=
∞

∑
n=0

1
3n = 1+

1
3

+
(

1
3

)2

+
(

1
3

)3

+ · · · (112)

= a(1+ r + r2 + r3 + · · ·) (113)

=
a

1− r
=

1

1− 1
3

=
3
2

(114)
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または

Sn =
n

∑
k=0

1
3k = 1+

1
3

+
(

1
3

)2

+
(

1
3

)3

+ · · ·+
(

1
3

)n

(115)

=
1− (

1
3

)n+1

1− 1
3

=
3
2
− 1

2
1
3n (116)

S= lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
3
2
− 1

2
1
3n

)
=

3
2

(117)

例 1.51 (等比級数の具体例)

0.9999· · ·= 1. (118)

（証明）

0.999· · ·= 9× (0.111· · ·) = 9×
∞

∑
n=1

(
1
10

)n

(119)

=
9
10

(
1+

1
10

+
1

102 + · · ·
)

(120)

= a(1+ r + r2 + · · ·) (121)

=
a

1− r
=

9
10

1− 1
10

= 1. (122)

問 1.52 参考書（p.172）問題 7-1.

問 1.53 (級数の計算)

(1)
∞

∑
n=0

arn (2)
∞

∑
n=1

arn (3)
∞

∑
n=2

arn (123)

(4)
∞

∑
n=0

{(
2
3

)n

+
(

1
4

)n}
(124)

(5)
∞

∑
n=3

2·3n +3·4n

4·5n (125)

(6)
∞

∑
n=1

(
1
n
− 1

n+1

)
=

∞

∑
n=1

1
n2 +n

(126)

1.13 正項級数

定義 1.54 (正項級数) 級数
∞

∑
n=1

an のうち an ≥ 0 (n = 1,2, · · ·) を満たすものを正項級数（positive term

series）と呼ぶ．

注意 1.55 (正項級数の単調性) 正項級数 ∑anの部分和の数列 {Sn}は単調増加である．
（証明）Sn+1−Sn = an ≥ 0より Snは広義の単調増加である．証明終了．
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定理 1.56 (正項級数の収束定理) 正項級数 ∑anの部分和から得られる数列 {Sn}が上に有界なとき，∑an

は収束する．

（証明）Snは広義の単調増加である．有界な単調数列は収束するので，Snが上に有界なとき ∑anは
収束する．証明終了．

例 1.57 (正項級数の収束定理の具体例) 正項級数
∞

∑
n=1

(
1
2

)n

を考える．部分和は

Sn =
1
2

+
1
22 + · · ·+ 1

2n (127)

=
1
2

(
1+

1
2

++ · · ·+ 1
2n−1

)
(128)

= a(1+ r + r2 + · · ·+ rn−1) (129)

= a
1− rn−1

1− r
=

(
1
2

)
1− (

1
2

)n−1

1− 1
2

= 1−
(

1
2

)n−1

(130)

となるので

1−Sn =
(

1
2

)n−1

> 0 ⇒ Sn < 1 (131)

を得る．{Sn}は上に有界である．よって定理より級数 ∑(1/2)nは収束する．実際，極限を計算すると前
述の例題より ∑

(
1
2

)n = 1である．

定理 1.58 正項級数 ∑anに関して {Sn}が有界なとき ∑anは収束する．

定理 1.59 正項級数 ∑anが収束するとき lim
n→∞

an = 0が成り立つ．

1.14 正項級数の収束性判定法

定理 1.60 (比較判定法) 二つの正項級数

S=
∞

∑
n=1

an , T =
∞

∑
n=1

bn (132)

を考える．数列 {an}, {bn}がある正の整数 Nに対して

0≤ an ≤ bn (n≥ N) (133)

を満たすとき，次の関係が成り立つ：

(i) T が収束するとき，Sも収束する．

(ii) Sが発散するとき，T も発散する．

例 1.61 (比較判定法の具体例) 級数 S=
∞

∑
n=1

1
1+2n を考える．数列 an =

1
1+2n , bn =

1
2n とする．このと

き 0< an < bnを満たす．また，級数 T = ∑bn = ∑1/2nは収束する．よって定理より級数 S= ∑1/(1+2n)
もまた収束する．
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定理 1.62 (比較判定法) 二つの正項級数

S=
∞

∑
n=1

an , T =
∞

∑
n=1

bn (134)

を考える．数列 {an}, {bn}が

lim
n→∞

an

bn
= L < ∞ (135)

を満たし，かつ級数 T = ∑bnが収束するとき，級数 S= ∑anも収束する．

例 1.63 (調和級数) 級数
∞

∑
n=1

1
n
を調和級数（harmonic series）という．調和級数は発散する．

（証明）調和級数

T =
∞

∑
n

bn =
∞

∑
n

1
n

= 1+
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8

+ · · · (136)

の各項を括り直して

T =
∞

∑
n

b̃n = 1+
(

1
2

+
1
3

)
+

(
1
4

+
1
5

+
1
6

+
1
7

)
+

(
1
8

+ · · ·+
)

+
(

1
16

+ · · ·+
)

+ · · · (137)

と考える．ここで b̃nは

b̃1 = 1, (138)

b̃2 =
1
2

+
1
3

, (139)

b̃3 =
1
4

+
1
5

+
1
6

+
1
7

, (140)

b̃4 =
1
8

+
1
9

+
1
10

+
1
11

+
1
12

+
1
13

+
1
14

+
1
15

(141)

であり，

b̃n =
1

2n−1 +
1

2n−1 +1
+

1
2n−1 +2

+ · · ·+ 1
2n−1︸ ︷︷ ︸

2n−1

=
2n−1

∑
k=2n−1

1
k

(142)

とおいている．an < b̃nを満たす anをさがす．b̃nに関して不等式

b̃n =
1

2n−1 +
1

2n−1 +1
+

1
2n−1 +2

+ · · ·+ 1
2n−1︸ ︷︷ ︸

2n−1

(143)

>
1
2n +

1
2n +

1
2n + · · ·+ 1

2n︸ ︷︷ ︸
2n−1

=
2n−1

2n =
1
2

(144)

が成り立つので，an = 1/2とおけば an < b̃nを得る．よって比較判定法より

0 < an < b̃n , Sn < Tn ⇒ S=
∞

∑
n=1

1
2

= ∞ , T =
∞

∑
n=1

b̃n =
∞

∑
n=1

bn = ∞ (145)

を得る．以上証明終り．
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定理 1.64 (ダランベールの収束判定法) 正項級数
∞

∑
n=1

an (an ≥ 0)は，極限

lim
n→∞

an+1

an
= L (146)

により，級数の収束性の判定ができる：

(i) 0≤ L < 1のとき，∑anは収束する．

(ii) L > 1のとき，∑anは発散する．

(iii) L = 1のとき，∑anの収束性は判定できない．

例 1.65 (ダランベールの判定法の具体例) 級数

S= 1+ |x|+ |x|2
2

+
|x|3
3!

+ · · ·+ |x|n−1

(n−1)!
+ · · ·=

∞

∑
n=1

|x|n−1

(n−1)!
(x∈ R) (147)

を考える．an =
|x|n−1

(n−1)!
> 0であるから，Sは正項級数である．よって

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

|x|n
n!

(n−1)!
|x|n−1 = lim

n→∞

|x|
n

= 0 (148)

が成り立つので，ダランベールの判定法より級数は収束する．

例 1.66 (ダランベールの判定法で判定できない例) 調和級数
∞

∑
n=1

1
n
を考える．隣り合う項の比の極限は

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
n+1

× n
1

= lim
n→∞

(
1+

1
n

)
= 1 (149)

となるのでダランベールの判定法定法では判定できない．前述のように別の方法で行う．

問 1.67 参考書（p.180）問題 7-3.

定理 1.68 (コーシーの収束判定法) 正項級数
∞

∑
n=1

an (an ≥ 0)は，極限

lim
n→∞

n
√

an = L (150)

により，級数の収束性の判定ができる：

(i) 0≤ L < 1のとき，∑anは収束する．

(ii) L > 1のとき，∑anは発散する．

(iii) L = 1のとき，∑anの収束性は判定できない．
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1.15 交項級数

定義 1.69 (交項級数) 級数

S=
∞

∑
n=1

(−1)n−1bn (bn ≥ 0) (151)

を交項級数（alternative term series）と呼ぶ．

定理 1.70 (交項級数の収束定理) 交項級数
∞

∑
n=1

(−1)n−1bnは次の条件を満たすとき収束する：

(i) bn ≥ bn+1.

(ii) lim
n→∞

bn = 0.

（証明）nが偶数のときの有限部分和

S2n =
n

∑
k=1

(b2k−1−b2k) (152)

はと書ける．条件より b2k−1−b2k ≥ 0となるので，S2n≥ 0となる．また S2,S4, · · · ,S2n, · · · は単調増加と
なる．さらには S2nは

S2n = b1−
n−1

∑
k=1

(b2k−b2k+1)−b2n (153)

とも書ける．b2k−b2k+1 ≥ 0, b2k ≥ 0であるから，S2n ≤ b1となる．よって Snは

0≤ S2n ≤ b1 (154)

を満たす．S2nは有界な単調増加数列である．よって S2nは極限 S= lim
n→∞

S2nが存在する．次に nが奇数

にる場合を考える．S2n+1の極限は

lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

(S2n +b2n+1) = S+0 = S (155)

と得られる．以上で証明終了．

例 1.71 (交項級数の収束定理の具体例) 級数 S=
∞

∑
n=1

(−1)n−1

2n は収束する．なぜなら bn = 1/2n > bn+1 =

1/2n+1であり， lim
n→∞

bn = 0であるから，定理より級数は収束する．

例 1.72 (交項級数の収束定理の具体例) 級数 S=
∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
は収束する．なぜなら bn = 1/n > bn+1 =

1/(n+1)であり， lim
n→∞

bn = 0であるから，定理より級数は収束する．
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1.16 絶対収束級数

定理 1.73 (絶対収束級数の収束定理) 級数 ∑ |an|が収束するとき，級数 ∑anも収束する．

（証明）有限部分和

Sn = a1 +a2 + · · ·+an Tn = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| (156)

を考える．絶対値の性質より

Sn = a1 +a2 + · · ·+an ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|= Tn (157)

が成り立つ．これより

Sn +Tn = (a1 + |a1|)+(a2 + |a2|)+ · · ·+(an + |an|)≤ 2Tn (158)

となる．an + |an| ≥ 0より Sn +Tnは正項級数である．正項級数 2Tnが収束するとき Sn +Tnもまた収束
する．よって Tnが収束するとき，Snも収束する．

定義 1.74 (絶対収束級数) ∑anが収束し，かつ ∑ |an|も収束するとき，∑anは絶対収束する（absolutely
convergent）という．このとき級数 ∑anを絶対収束級数（absolutely convergent series）と呼ぶ．

定義 1.75 (条件収束級数) ∑an は収束するが ∑ |an| が収束しない場合は，∑an は条件収束する（condi-
tionally convergent）という．このとき級数 ∑an は条件収束級数（conditionally convergent series）と
呼ぶ．

例 1.76 (絶対収束級数の具体例) 等比級数の例題で示したように
∞

∑
n=1

1
2n は収束する．交項級数の例題で

示したように
∞

∑
n=1

(−1)n−1

2n は収束する．よって
∞

∑
n=1

(−1)n−1

2n は絶対収束級数である．

例 1.77 (条件収束級数の具体例) 交項級数
∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
は前述の例題で示したように収束する．

∞

∑
n=1

1
n
は

調和級数であり前述の例題のとおり発散する．よって
∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
は条件収束級数である．

例 1.78 (絶対収束級数の収束定理の具体例) 級数

S= 1+x+
x2

2
+

x3

3!
+ · · ·+ xn−1

(n−1)!
+ · · ·=

∞

∑
n=1

xn−1

(n−1)!
, (x∈ R) (159)

を考える．このとき

T =
∞

∑
k=1

|x|n−1

(n−1)!
= 1+ |x|+ |x|2

2
+
|x|3
3!

+ · · ·+ |x|n−1

(n−1)!
+ · · · (160)

が成り立つ．ダランベールの判定法の例題で示したように，T は収束する．∑ |an|が収束するとき ∑an

も収束するので，T が収束するとき Sもまた収束する．Sは絶対収束級数である．

問 1.79 参考書（p.183）問題 7-4.
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2 関数

2.1 関数

関数（function）とは，ある値 xが与えられたとき，何らかの演算規則 f に従って値 yを定め，その
値 yを返す機能のことである．関数は

y = f (x) (161)

と書き表される．例えばある関数を f (x) = x3−2x+5と書くことにすると，

f (1) = 13−2×1+5 = 4x → y = 4 (162)

f (0) = 03−2×0+5 = 5 → y = 5 (163)

f (−2) = (−2)3−2× (−2)+5 = 1 → y = 1 (164)

f (a) = a3−2a+5 → y = a3−2a+5 (165)

のように， f (x)の左辺の括弧内の xがある数に書き置き換われば，右辺の xもその数に置き換わる．そ
してそれぞれの xに応じて値 yが定まる．
入力 xにある変換 f を作用させ出力 yを返す．これを

f : x 7→ y または x
f7→ y (166)

と表す．

定義 2.1 (関数に関する名称) 関数 y = f (x)に関連して次の名称を定義する：

• 定数（constant） · · · 一定の値を表す数．

• 変数（variable） · · · 変化する値を表す数．

• 独立変数（independent variable） · · · 自由に値を定めることができる変数 xのこと．

• 従属変数（dependent variable） · · · 独立変数 xに応じて値が変化する変数 yのこと．

• 定義域，変域（domain） · · · 独立変数 xがとり得る範囲 I．

• 値域（range） · · · 従属変数 yがとり得る範囲 J．

例 2.2 (関数に関する名称の具体例) 関数 y = f (x) = ax2 +bを考える．このとき a, bは定数であり，x, y

は変数である．また xは独立変数であり，yは従属変数である．定義域は −∞ < x < ∞であり，値域は
b≤ y < ∞である．

2.2 関数のグラフ

x 軸と y軸を直角に交わるように描き xy平面 を用意する．変数 xの値を定義域内で変化させ，点
(x,y) = (x, f (x))の軌跡を xy平面内に描く．これにより関数 f (x)のグラフが得られる．

定義 2.3 (一価関数，多価関数) ある一つの xの値に対する yの値の個数で次のように関数を分類する．

• 一価関数（single valued function） · · · ある xに対して yの値がただ一つ定まる関数．
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• 多価関数（many valued function） · · · ある xに対して yの値が複数定まる関数．yの値の個数が
n個となることが分かっている場合は，n価関数（n-valued function）と呼ぶ．

定義 2.4 (逆関数) y = f (x)を方程式とみなし，xについて解いたとき x = g(y)が得られたとする．この
とき g(y)を逆関数（inverse function）と呼び g(y) = f−1(y)と書く．変数の表し方が本質的でない場合
は yと xを取り替えて f−1(x)と書く．

例 2.5 (逆関数の具体例) 関数 y = f (x) = ax+ b の逆関数を考える．y = ax+ b について解くと，x =
(y−b)/aとなるので，逆関数は f−1(y) = (y−b)/aとなる．yと xを入れ替えると f−1(x) = (x−b)/aで
ある．

問 2.6 (逆関数のグラフ) 関数 y = f (x)のグラフとその逆関数 y = f−1(x)のグラフは，直線 y = xに関し
て線対称である．これを示せ．

定義 2.7 (枝，主枝，主値) 多価関数が一価関数となるように値域を限定する．このとき得られる一価関
数それぞれを分枝（branch）と呼ぶ．この分枝のうち代表する一つを主分枝（principal branch）と呼
ぶ．主分岐は主値 (principal value)ともいう．

例 2.8 (一価関数，多価関数，逆関数，分枝の具体例) y = f (x) = x2は一価関数である．この関数の逆関
数は y = f−1(x) =±√xであり 2価関数となる．値域を y≥ 0と y≤ 0とに限定すると一価関数が二つ得
られる．すなわち分枝は y =

√
xと y =−√xである．

問 2.9 参考書（p.19）問題 2-1.

定義 2.10 (単調関数) 関数 f (x)が x1 < x2をみたす任意の点 x1, x2 (∀x1,x2 ∈ I )に対して

• f (x1) < f (x2)が成り立つとき，関数 f (x)は単調増加（monotonic increasing）であると呼ぶ．

• f (x1) ≤ f (x2) が成り立つとき，関数 f (x) は広義の単調増加（monotonic increasing in the wider
sense）であると呼ぶ．

• f (x1) > f (x2)が成り立つとき，関数 f (x)は単調減少（monotonic decreasing）であると呼ぶ．

• f (x1) ≥ f (x2) が成り立つとき，関数 f (x) は広義の単調減少（monotonic decreasing in the wider
sense）であると呼ぶ．

単調増加または単調減少である関数を総称して単調関数（monotonic function）と呼ぶ．

例 2.11 (単調関数の具体例) 関数 y= f (x) = axを考える．a> 0のとき f (x)は−∞ < x< ∞において単調
増加である．また a< 0のときは f (x)は−∞ < x< ∞において単調減少となる．なぜなら f (x2)− f (x1) =
a(x2−x1)であり，x2−x1 > 0であることより，aの符号により f (x2)と f (x1)の大小関係が定まるから
である．

定義 2.12 (周期関数) f (x+ T) = f (x) を満たす関数を周期関数（periodic function）と呼ぶ．T を周期
（period）と呼ぶ．

定義 2.13 (奇関数，偶関数) f (−x) =− f (x)を満たす関数を奇関数（odd function）と呼ぶ． f (−x) = (x)
を満たす関数を偶関数（even function）と呼ぶ．

問 2.14 奇関数は原点に関して点対称のグラフとなる．偶関数は y軸に関して線対称なグラフとなる．こ
れを示せ．
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2.3 初等関数

本講義では初等関数（elementary function）の一部のみを取り扱う．初等関数とは，代数関数，指数
関数，対数関数，三角関数，逆三角関数，およびこれらの関数の有限回の合成から得られる関数のこと
である（本当のところは初等教育で取り扱う関数のことを初等関数と呼ぶ）．
以下に初等関数のいくつかを列挙する．

2.4 一次関数

一次関数（linear function）は

y = ax+b (167)

により与えられる関数である．ただし，a,bは定数である．

2.5 巾関数

巾（べき）関数（power function）は

y = axn (168)

により与えられる関数である．ただし，aは定数であり，nは整数である．nを巾関数の次数と呼ぶ．

2.6 多項式関数

多項式関数（polynomial function）は正の次数をもつ巾関数の線形結合で与えられ，

y = a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+an (169)

と表される．ただし，a0, · · · ,anは定数であり，nは正の整数である．多項式の次数は巾の最大次数を指
す．この場合の多項式の次数は nである．

2.7 有理関数

有理関数（rational function）は

y =
a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+an

b0xm+b1xm−1 + · · ·+bm−1x+bm
(170)

により与えられる関数である．ただし，a0, · · · ,an,b0, · · · ,bmは定数であり，n, mは正の整数である．

2.8 指数関数

指数関数（exponential function）は

y = ax (171)
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により与えられる関数である．ただし，aは定数である．特に a = eの場合が重要である．ここで eは

e= lim
n→∞

(
1+

1
n

)n

= 2.718281828459041· · · (172)

により定義されるネピア数と呼ばれる定数である．このとき

y = ex = exp(x) (173)

と表される．単に指数関数と呼ぶときはこの式を指す場合が多い．

定理 2.15 (指数関数の性質) 指数関数の次の性質をもつ：

(1) axay = ax+y.

(2) (ax)y = axy.

(3)
ax

ay = ax−y.

(4)
(a

b

)x
=

ax

bx .

問 2.16 (指数関数のグラフ) 指数関数のグラフを書け．

問 2.17 参考書（p.26）問題 2-2 1.

2.9 対数関数

指数関数の逆関数を対数関数（logarithmic function）といい，

y = logax (x > 0) (174)

と表される．yは aを底（base）とする xの対数（logarithm）であると読む．特に a = 10のとき常用対
数（common logarithm）と呼び y = logxと書く．また a = eのとき自然対数（natural logarithm）と呼
び y = logxまたは y = lnxと書く．

定理 2.18 (対数関数の性質) 対数関数は次の性質をもつ：

(1) logaxy= logax+ logay.

(2) loga

(
x
y

)
= logax− logay.

(3) logaxy = ylogax.

(4) logbx =
logax
logab

.

問 2.19 (対数関数の性質) この性質を示せ．

（答え）対数関数は指数関数の逆関数であることと指数関数の性質を用いて示す．

問 2.20 (対数関数のグラフ) 対数関数のグラフを書け．
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2.10 三角関数

単位円（半径 1で中心が原点 Oにある円）Cと原点 Oを通る直線 Lを用意する．円Cと直線 Lの交
点を Pとする．点 Pより x軸に下ろした垂線と x軸との交点を Qとする．点 (1,0)を Q′ とし，Q′ を
通り y軸に平行な直線と直線 Lとの交点を P′ とする．Q′ から点 Pへの円弧の（方向付き）長さを xと
する．このとき，点 Pの座標を (cosx,sinx)と定義し，点 P′ の座標を (1, tanx)と定義する．この定義に
より得られる関数を三角関数（trigonometric function）と呼ぶ．読み方は sinx, cosx, tanxの順に sine,

cosine, tangentである．

定理 2.21 (三角関数は単位円上の点)

sin2x+cos2x = 1. (175)

（証明）単位円の半径の長さは 1なので OP
2 = 1より導出される．

定理 2.22 (三角関数の偶奇)

sin(−x) =−sin(x) , (176)

cos(−x) = cos(x) , (177)

tan(−x) =− tan(x) . (178)

sinx, tanxは奇関数であり，cosxは偶関数である．

定理 2.23 (三角関数の周期性)

sin(x+2π) = sin(x) , (179)

cos(x+2π) = cos(x) , (180)

tan(x+π) = tan(x) . (181)

sinx, cosxは周期 2π の周期関数であり，tanxは周期 π の周期関数である．

定理 2.24 (三角関数の加法公式) 三角関数の加法公式：

sin(x±y) = sinxcosy±cosxsiny, (182)

cos(x±y) = cosxcosy∓sinxsiny, (183)

tan(x±y) =
tanx± tany

1∓ tanxtany
. (184)

定理 2.25 (三角関数の性質) 三角関数どうしの互いの関係：

tanx =
sinx
cosx

, sin
(π

2
−x

)
= cosx, cos

(π
2
−x

)
= sinx, tan

(π
2
−x

)
=

1
tanx

. (185)

問 2.26 (三角関数の性質) これを示せ．

（答え）加法公式から導出される．

定理 2.27 (三角関数の合成)

a sinx+b cosx =
√

a2 +b2 sin(x+θ) , θ = Tan−1
(

b
a

)
, (186)

a cosx+b sinx =
√

a2 +b2 cos(x−θ) , θ = Tan−1
(

b
a

)
. (187)
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問 2.28 (三角関数の合成) これを示せ．

（答え）加法公式から導出される．

問 2.29 (三角関数のグラフ) 三角関数の概形を書け．

問 2.30 参考書（p.26）問題 2-2 2.-3.

問 2.31 (三角関数の値) 次の値を求めよ．

sin0, sin
π
6

, sin
π
4

, sin
π
3

, sin
π
2

, sinπ , sin2π , (188)

cos0, cos
π
6

, cos
π
4

, cos
π
3

, cos
π
2

, cosπ , cos2π , (189)

tan0, tan
π
6

, tan
π
4

, tan
π
3

, tan
π
2

, tanπ , tan2π . (190)

問 2.32 (n倍角の公式) cos2x, cos3x, cos4x, · · · を cosxの多項式で表せ．

（答え）

cos2x = 2cos2x−1, (191)

cos3x = 4cos3x−3cosx, (192)

cos4x = 8cos4x−8cos2x+1. (193)

問 2.33 (n倍角の公式) cos2x, cos3x, cos4x, · · · を cos2x, cos3x, cos4x, · · · の線形結合で表せ．
（答え）




1

cosx

cos2x

cos3x

cos4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 2 0 0

0 −3 0 4 0

1 0 −8 0 8







1

cosx

cos2x

cos3x

cos4x




(194)

より



1

cosx

cos2x

cos3x

cos4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 2 0 0

0 −3 0 4 0

1 0 −8 0 8




−1


1

cosx

cos2x

cos3x

cos4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
1
2 0 1

2 0 0

0 3
4 0 1

4 0

−1
8 0 1

2 0 1
8







1

cosx

cos2x

cos3x

cos4x




(195)

となるので

cos2x =
1
2

cos2x+
1
2

, (196)

cos3x =
1
4

cos3x+
3
4

cosx, (197)

cos4x =
1
8

cos4x+
1
2

cos2x− 1
8

(198)

を得る．
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2.11 逆三角関数

三角関数の逆関数を逆三角関数（inverse trigonometric function）と呼び，sinx, cosx, tanxの逆関数を
それぞれ

y = sin−1x = arcsinx (−1≤ x≤ 1) (199)

y = cos−1x = arccosx (−1≤ x≤ 1) (200)

y = tan−1x = arctanx (−∞ < x < ∞) (201)

と書き表す．読み方は上から sine inverse, cosine inverse, tangent inverseまたは arc sine, arc cosine, arc

tangentである．逆三角関数は多価関数となる．任意の xに対して無限個の yが存在する．主値をとり一
価関数とした逆三角関数を表すには特に

y = Sin−1x = Arcsinx (−1≤ x≤ 1)
(
−π

2
≤ y≤ π

2

)
(202)

y = Cos−1x = Arccosx (−1≤ x≤ 1) (0≤ y≤ π) (203)

y = Tan−1x = Arctanx (−∞ < x < ∞)
(
−π

2
< y <

π
2

)
(204)

と書く．

問 2.34 (逆三角関数のグラフ) 逆三角関数の概形を書け．

例 2.35 (逆三角関数の値)

Sin−1
(

1
2

)
=

π
6

, Cos−1

(√
3

2

)
=

π
6

, Tan−1
(

1√
3

)
=

π
6

. (205)

問 2.36 (逆三角関数の値) 次の値を求めよ．

Sin−1(0) , Sin−1
(

1
2

)
, Sin−1

(
1√
2

)
, Sin−1

(√
3

2

)
, Sin−1(1) , (206)

Cos−1(0) , Cos−1
(

1
2

)
, Cos−1

(
1√
2

)
, Cos−1

(√
3

2

)
, Cos−1(1) , (207)

Tan−1(0) , Tan−1
(

1√
3

)
, Tan−1(1) , Tan−1

(√
3
)

. (208)

2.12 双曲線関数

双曲線関数（hyperbolic function）とは

y = sinhx =
ex−e−x

2
(209)

y = coshx =
ex +e−x

2
(210)

y = tanhx =
ex−e−x

ex +e−x =
sinhx
coshx

(211)

により定義される関数である．関数の読み方は上から hyperbolic sine, hyperbolic cosine, hyperbolic tangent

である．
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注意 2.37 (三角関数と双曲線関数) 三角関数は複素関数を用いて次のようにも定義される：

sinx =
eix−e−ix

2i
, (212)

cosx =
eix +e−ix

2
, (213)

tanx =
1
i

eix−e−ix

eix +e−ix =
sinx
cosx

. (214)

双曲線関数の定義との類似に注意せよ．

問 2.38 (双曲線関数の概形) 双曲線関数の概形を書け．

定理 2.39 (双曲線関数の性質) 双曲線関数は次の性質をもつ．

sinh(−x) =−sinh(x) →奇関数 (215)

cosh(−x) = cosh(x) →偶関数 (216)

tanh(−x) =− tanh(x) →奇関数 (217)

cosh2x−sinh2x = 1 (218)

sinh(x±y) = sinhxcoshy±coshxsinhy (219)

cosh(x±y) = coshxcoshy±sinhxsinhy (220)

tanh(x±y) =
tanhx± tanhy

1± tanhxtanhy
(221)

問 2.40 (双曲線関数の性質) この性質を証明せよ．

（証明）双曲線関数の定義をそのまま用いれば証明できる．

問 2.41 (双曲線関数の性質) 次の式を導け．

cosh2x =
1
2
(cosh2x+1) (222)

sinh2x =
1
2
(cosh2x−1) (223)

sinhxcoshx =
1
2

sinh2x (224)

tanh2x = 1− 1

cosh2x
(225)

問 2.42 (n倍角の公式) cosh2x, cosh3x, cosh4x, · · · を coshxの多項式で表せ．

（答え）

cosh2x = 2cosh2x−1, (226)

cosh3x = 4cosh3x−3coshx, (227)

cosh4x = 8cosh4x−8cosh2x+1. (228)

問 2.43 (n倍角の公式) cosh2x, cosh3x, cosh4x, · · · を cosh2x, cosh3x, cosh4x, · · · の線形結合で表せ．
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（答え）



1

coshx

cosh2x

cosh3x

cosh4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 2 0 0

0 −3 0 4 0

1 0 −8 0 8







1

coshx

cosh2x

cosh3x

cosh4x




(229)

より



1

coshx

cosh2x

cosh3x

cosh4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 2 0 0

0 −3 0 4 0

1 0 −8 0 8




−1


1

coshx

cosh2x

cosh3x

cosh4x




=




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
1
2 0 1

2 0 0

0 3
4 0 1

4 0

−1
8 0 1

2 0 1
8







1

coshx

cosh2x

cosh3x

cosh4x




(230)

となるので

cosh2x =
1
2

cosh2x+
1
2

, (231)

cosh3x =
1
4

cosh3x+
3
4

coshx, (232)

cosh4x =
1
8

cosh4x+
1
2

cosh2x− 1
8

(233)

を得る．

問 2.44 (円と双曲線) 円 x2 +y2 = 1をパラメータ表示すると

x(t) = cost , y(t) = sint (234)

と表わせる．双曲線 x2−y2 = 1をパラメータ表示するには

x(t) =±cosht , y(t) = sinht (235)

とおけばよい．これを示せ．

注意 2.45 (円関数) 双曲線関数に対して三角関数は円関数と呼ぶこともある．

2.13 逆双曲線関数

双曲線関数の逆関数は逆双曲線関数（inverse hyperbolic function）と呼び，

y = sinh−1x = arcsinhx = log
(

x+
√

x2 +1
)

(−∞ < x < ∞) (236)

y = cosh−1x = arccoshx = log
(

x±
√

x2−1
)

(1≤ x) (237)

y = tanh−1x = arctanhx =
1
2

log

(
1+x
1−x

)
(|x|< 1) (238)

と表される．読み方は上から hyperbolic arc sine, hyperbolic arc cosine, hyperbolic arc tangentである．
arccoshxは二価関数である．枝は log

(
x+

√
x2 +1

)
と log

(
x−

√
x2 +1

)
である．通常は前者を主値にと

る．その他の逆双曲線関数は一価関数である．
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問 2.46 (逆双曲線関数のグラフ) 逆双曲線関数の概形を書け．

問 2.47 (逆双曲線関数の対数関数表示) 逆双曲線関数が (236)–(238)のように対数関数を用いて書き表さ
れることを示せ．

（答え）y = arcsinhxとおく．逆に書けば x = sinhy = (ey−e−y)/2である．これより

2x = ey−e−y (239)

2xey = e2y−1 (240)

e2y−2xey−1 = 0 (241)

(ey−x)2 = x2 +1≥ 0 (242)

ey−x =±
√

x2 +1 (243)

0≤ ey = x±
√

x2 +1 (244)

この条件のもとでは複合の “−” は不適 (245)

ey = x+
√

x2 +1≥ 0 (246)

y = log(x+
√

x2 +1) (247)

を得る．

2.14 関数の極限

定義 2.48 (右極限，左極限) 変数 xを右から aに近づけたときの f (x)の値が bに近づくとき

lim
x→a+0

f (x) = b (248)

と書き，右極限（right-hand limit ）と呼ぶ．同様に，変数 xを左から aに近づけたときの f (x)の値が b

に近づくとき

lim
x→a−0

f (x) = b (249)

と書き，左極限（left-hand limit）と呼ぶ．

定義 2.49 (関数の極限) 変数 xを aに近づけるとき，その近づけ方に依らず全て同じ極限となるとき，す
なわち

lim
x→a+0

f (x) = lim
x→a−0

f (x) = b (250)

が成り立つとき，そのときに限り x→ aにおける関数 f (x)の極限が存在し，

lim
x→a

f (x) = b (251)

と書く．極限が存在するとき以下のように表現する：

xが aに限りなく近づくとき，

関数 f (x)には極限が存在し，その極限値は bである． (252)

⇔ lim
x→a

f (x) = b. (253)

⇔ f (x)→ b (x→ a). (254)

⇔ f (x)は x→ aにおいて bに収束する． (255)
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例 2.50 (関数の極限の具体例) 関数 f (x) = x2を考える．このとき

lim
x→2−0

f (x) = lim
x→2+0

f (x) = 4 (256)

となる．右からの極限も左からの極限も存在し同じ値となる．よって

lim
x→2

f (x) = 4 (257)

である．

例 2.51 (関数の極限の具体例) 関数

f (x) =
|x|
x

(x 6= 0) (258)

を考える．x > 0のとき f (x) = x/x = 1であるから右極限は

lim
x→+0

f (x) = 1 (259)

となる．x < 0のとき f (x) = (−x)/x =−1であるから左極限は

lim
x→−0

f (x) =−1 (260)

となる．右極限と左極限が一致しないので，極限 lim
x→0

f (x)は存在しない．

例 2.52 (関数の極限の具体例) 関数

f (x) = sin

(
1
x

)
(261)

を考える．x→ +0のとき 1/x→ +∞ である．1/x→ +∞ であるから f (x) は 1と −1の間を振動する．
よって右極限 lim

x→+0
f (x)は存在しない．x→−0のとき 1/x→−∞である．以下同様で左極限 lim

x→−0
f (x)

は存在しない．右極限も左極限も存在しないので，極限 lim
x→0

f (x)は存在しない．

定理 2.53 (関数の極限に関する性質) 関数 f (x), g(x)に関して極限

lim
x→a

f (x) = A, lim
x→a

g(x) = B (262)

が存在するならば，

lim
x→a

α f (x) = α lim
x→a

f (x) = αA, (263)

lim
x→a

( f (x)+g(x)) = lim
x→a

f (x)+ lim
x→a

g(x) = A+B, (264)

lim
x→a

(α f (x)+βg(x)) = α lim
x→a

f (x)+β lim
x→a

g(x) = αA+βB, (265)

lim
x→a

( f (x)g(x)) =
(

lim
x→a

f (x)
)(

lim
x→a

g(x)
)

= AB, (266)

lim
x→a

(
f (x)
g(x)

)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
=

A
B

(267)

が成り立つ．ただし，α, β は定数である．
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例 2.54 (関数の極限の計算例)

lim
x→2

(3x+5) = 3 lim
x→2

x+5 = 11. (268)

lim
x→2

(x+7)(x−3) = lim
x→2

(x+7)× lim
x→2

(x−3) = 9× (−1) =−9. (269)

lim
x→2

x2−1
x2 +2

=
lim
x→2

(x2−1)

lim
x→2

(x2 +2)
=

3
6

=
1
2

. (270)

変数 xの値が正で限りなく大きくなるとき x→+∞と書く．変数 xの値が負で限りなく小さくなると
き x→−∞と書く．また，変数 f (x)の値が正で限りなく大きくなるとき f (x)→+∞と書く．変数 f (x)
の値が負で限りなく小さくなるとき f (x)→−∞と書く．

例 2.55 (関数の極限の計算例)

lim
x→+∞

1
x

= 0, lim
x→−∞

1
x

= 0. (271)

lim
x→+∞

1
x2 = 0, lim

x→−∞

1
x2 = 0. (272)

lim
x→±∞

1
x2 sinx = 0. (273)

lim
x→+∞

eax = 0 (a < 0) , lim
x→+∞

eax = ∞ (a > 0) , (274)

lim
x→−∞

eax = ∞ (a < 0) , lim
x→−∞

eax = 0 (a > 0) . (275)

lim
x→a+0

1
x−a

= ∞ , lim
x→a−0

1
x−a

=−∞ , (276)

lim
x→a

1
x−a

：存在ない. (277)

lim
x→a±0

1
(x−a)2 = ∞ , lim

x→a

1
(x−a)2 = ∞ . (278)

lim
x→∞

x−2
x+1

= lim
x→∞

1−2/x
1+1/x

= 1. (279)

lim
x→∞

x2−2
x+1

= lim
x→∞

x−2/x
1+1/x

= ∞ . (280)

公式 2.56 (ネピア数)

lim
x→∞

(
1+

1
x

)x

= e (281)

公式 2.57

lim
x→0

sinx
x

= 1 (282)

問 2.58 参考書（p.31）問題 2-3.

2.15 連続と不連続

定義 2.59 (関数の連続性) 次の条件を満たすとき，関数 f (x)は点 x = aにおいて連続（continuous）で
あるという．

30



(i) f (a)が定義されている．

(ii) lim
x→a

f (x)が存在する．

すなわち lim
x→a+0

f (x)と lim
x→a−0

f (x)が存在し，それらの値が等しい．

(iii) lim
x→a

f (x) = f (a)が成立する．

すなわち f (a) = lim
x→a+0

f (x) = lim
x→a−0

f (x)が成立する．

連続ではない場合は不連続（discontinuous）であるいう．

例 2.60 (連続な点の具体例) f (x) = x2は x = 2において連続である．なぜなら

f (2) = lim
x→2+0

f (x) = lim
x→2−0

f (x) = 4 (283)

が成り立つからである．

例 2.61 (不連続な点の具体例) f (x) =
1

x−2
(x 6= 2)は x = 2において不連続である．なぜなら f (2)は定

義されていない．さらには lim
x→2+0

f (x) 6= lim
x→2−0

f (x)となるからである．

例 2.62 (不連続点の除去の具体例) f (x) =
sinx

x
(x 6= 0)は x= 0において不連続である．なぜなら f (0)が

定義されていないからである．しかし f (x)を

f (x) =





sinx
x

(x 6= 0)

1 (x = 0)
(284)

と定義すると f (x)は x = 0において連続となる．なぜなら f (0) = lim
x→+0

f (x) = lim
x→−0

f (x) = 1が成立する

からである．再定義することにより不連続な点 x = 0は取り除かれた．

例 2.63 (不連続点を除去できない具体例) f (x) =
1

x−1
(x 6= a)は点 x= aにおいて不連続である．点 x= a

における値を f (a) = bと定義することにする．うまく bを定めることにより不連続点は取り除くことが
できるであろうか． lim

x→a+0
f (x) = +∞, lim

x→a−0
f (x) =−∞ であるので，点 x = aの左右で極限がことなる．

よってどのように f (a) = bを定めても不連続な点を取り除くことはできない．

例 2.64 (不連続点の除去の具体例) f (x) =
x−1
x−1

(x 6= 1) を考える． f (x) は点 x = 1において不連続であ

る．しかし f (x)は分子分母が等しいので，x 6= 1となる点において f (x) = 1である．よって lim
x→1±0

f (x) = 1

となる．ゆえに点 x = 1の値を f (1) = 1と定義すれば不連続点は取り除かれる．結局，点 x = 1はみか
け上の不連続点であり本質的な不連続点ではない．

問 2.65 参考書（p.36）問題 2-5.

問 2.66 (不連続点の除去の例) 次の関数を x = 0で連続となるように f (0)の値を定義せよ．

(1) f (x) =
tanx

x
(x 6= 0) (285)

(2) f (x) = x sin
1
x

(x 6= 0) (286)

(3) f (x) =
x3−1

x
+

x+1
x

(x 6= 0) (287)
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2.16 連続関数

定義 2.67 (連続関数) 関数 f (x)が定義内の任意の点において連続であるとき， f (x)は連続関数（contin-
uous function）であるという．

例 2.68 (連続関数の具体例) 次の関数は連続関数である．

f (x) = xn (n = 1,2,3, · · ·) (−∞ < x < ∞) (288)

f (x) = logx (x > 0) (289)

f (x) = sin(x) (−∞ < x < ∞) (290)

f (x) = cos(x) (−∞ < x < ∞) (291)

f (x) = tan(x)
(

2n−1
2

π < x <
2n+1

2
π n = 0,±1,±2, · · ·

)
(292)

定義 2.69 (閉区間における連続関数) 関数 f (x)の定義域が閉区間 a≤ x≤ bのとき，その端点では条件

lim
x→a+0

f (x) = f (a) , lim
x→b−0

f (x) = f (b) (293)

を満たすとき連続であるとする．

例 2.70 (閉区間における連続関数の具体例) f (x) =
√

4−x2 (−2≤ x≤ 2)は連続関数である．なぜなら

f (−2) = lim
x→2+0

f (x) = 0, f (2) = lim
x→2−0

f (x) = 0 (294)

が成立するからである．

定理 2.71 (連続関数に関する性質) 関数 f (x)と g(x)が連続関数のであるとき，関数

f (x)+g(x) , α f (x)+βg(x) , f (x)g(x) ,
f (x)
g(x)

, f (g(x)) (295)

もすべて連続関数である．ただし f (x)/g(x)の定義域は g(x) = 0とならないものをとることにする．

例 2.72 (連続関数に関する性質の具体例) 巾関数 xnは連続関数である．よって巾関数の線形結合である
多項式 a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+anも連続関数である．

例 2.73 (連続関数に関する性質の具体例) 多項式 a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+anと b0xm+b1xm−1 + · · ·+
bm−1x+bmは連続関数である．よってそれらの商である有理関数

a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+an

b0xm+b1xm−1 + · · ·+bm−1x+bm
(296)

も連続関数である．

例 2.74 (連続関数に関する性質の具体例) x2と sinxは連続関数である．よってそれらの合成関数である
sin(x2)も連続関数である．

問 2.75 (連続関数の定義域) 次の関数が連続となる xの範囲を定めよ．

(1) f (x) =
x2

x−1
(297)

(2) f (x) =
1+sinx
1+cosx

(298)

(3) f (x) =
1−|x|

x
(299)
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3 微分法

3.1 微分係数

定義 3.1 (微分と微分係数) 関数 f (x)が x = aにおいて連続で，極限

lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

(300)

が存在するとき， f (x)は x = aにおいて微分可能（differentiable）であるという．このとき有限確定し
た極限を f ′(a)と表記し，x = aにおける f (x)の微分係数（differential coefficient）と呼ぶ．

定義 3.2 (右微分係数，左微分係数) 右極限による関数 f (x)の微分係数を

f ′(a+0) = lim
h→+0

f (a+h)− f (a)
h

(301)

と書き，右微分係数（right differential coefficient）と呼ぶ．左極限による関数 f (x)の微分係数を

f ′(a−0) = lim
h→−0

f (a+h)− f (a)
h

(302)

と書き，左微分係数（left differential coefficient）と呼ぶ．

注意 3.3 (微分係数の存在) f ′(a)が存在するとは，すなわち f ′(a+0), f ′(a−0)が存在し，かつ f ′(a+0) =
f ′(a−0)が成り立つことを意味する．

例 3.4 (微分係数の具体例) f (x) = x2の x = aにおける微分係数を求める．まず

g(h) =
f (a+h)− f (a)

h
(303)

とおく．g(h)を計算すると

g(h) =
(a+h)2−h2

h
=

2ah+h2

h
= 2a+h (304)

を得る．よって

f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

= lim
h→0

g(h) = lim
h→0

(2a+h) = 2a (305)

により微分係数 f ′(a) = 2aが求まる．

例 3.5 (微分不可能な点の具体例) 関数 f (x) = |x|は x= 0において連続であるが，微分可能ではない．以
下これを示す．まず

g(x,h) =
f (x+h)− f (x)

h
=
|x+h|− |x|

h
(306)

とおく．x≥ 0, h > 0のとき

g(x,h) =
|x+h|− |x|

h
=

x+h−x
h

=
h
h

= 1 (307)
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である．x≤ 0, h < 0のとき

g(x,h) =
|x+h|− |x|

h
=
−(x+h)− (−x)

h
=
−h
h

=−1 (308)

となる．これより

f ′(+0) = lim
h→+0

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→+0

g(0,h) = 1, (309)

f ′(−0) = lim
h→−0

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→−0

g(0,h) =−1 (310)

を得る．右微分係数と左微分係数は存在するがその値は異なる．よって x = 0における微分係数 f ′(0)は
存在しない． f (x)は x = 0において微分不可能である．

3.2 導関数

定義 3.6 (導関数) 関数 y= f (x)が連続関数であり，定義域内の任意の点において微分可能であるとする．
このとき関数

f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

(311)

が存在する． f ′(x)を f (x)の導関数（derived function, derivative）と呼ぶ．導関数はまた

d
dx

y,
dy
dx

, y′ , f ′(x) ,
d
dx

f (x) ,
d f(x)

dx
(312)

という表記も用いる．

例 3.7 (導関数の計算例) 関数 f (x) = x2の導関数を求める．まず

g(x,h) =
f (x+h)− f (x)

h
(313)

とおく．g(x,h)を計算すると

g(x,h) =
f (x+h)− f (x)

h
=

(x+h)2−x2

h
=

2hx+h2

h
= 2x+h (314)

を得る．これより

f ′(x) = lim
h→0

g(x,h) = lim
h→0

(2x+h) = 2x (315)

となる．極限 f ′(x) は −∞ < x < ∞ の任意の点において有限確定である．よって導関数 f ′(x) が存在し
f ′(x) = 2xが求まる．

3.3 導関数の計算

定理 3.8 (微分演算に関する性質) 関数 f = f (x), g = g(x)が微分可能なとき，次の関係が成り立つ：

(1) （和の微分） ( f +g)′ = f ′+g′.

(2) （微分の線形性）(α f +β g)′ = α f ′+β g′ (α, β：定数).
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(3) （積の微分）( f g)′ = f ′g+ f g′.

(4) （商の微分）
(

f
g

)′
=

f ′g− f g′

g2 (g(x) 6= 0).

(5) （合成関数の微分）y = f (g(x))のとき y = f (z), z= g(x)とおけば

dy
dx

=
dy
dz

dz
dx

= f ′(z)
dz
dx

= f ′(g(x))g′(x) . (316)

この演算規則をチェインルール（chain rule）と呼ぶ．

(6) （逆関数の微分）y = f (x), x = f−1(y)のとき

dx
dy

=
1
dy
dx

,
d
dy

f−1(y) =
1

f ′( f−1(y))
. (317)

例 3.9 (導関数の計算例) 以下の関数の導関数を求めよ．

y = (x2−1)(x3 +2) (318)

y =
x−2

x2 +x+2
(319)

y = (3x2−x−1)4 (320)

y = sin34x (321)

問 3.10 微分演算に関する性質を示せ．

（証明）(1) F(x) = f (x)+g(x)とおく．定義に従い計算すると

( f +g)′ = lim
h→0

F(x+h)−F(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)+g(x+h)− f (x)−g(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

+ lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= f ′(x)+g′(x) (322)

を得る．
(2) F(x) = α f (x)+β g(x)とおく．定義に従い計算すると

( f +g)′ = lim
h→0

F(x+h)−F(x)
h

= lim
h→0

α f (x+h)+β g(x+h)−α f (x)−β g(x)
h

= α lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

+β lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= α f ′(x)+β g′(x) (323)

を得る．
(3) F(x) = f (x)g(x)とおく．定義に従い計算すると

( f g)′ = lim
h→0

F(x+h)−F(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)g(x+h)− f (x)g(x)
h

= lim
h→0

( f (x+h)− f (x))g(x+h)+ f (x)g(x+h)− f (x)g(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

g(x+h)+ lim
h→0

f (x)
g(x+h)−g(x)

h

= lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

× lim
h→0

g(x+h)+ f (x)× lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

(324)

= f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x) (325)

35



を得る．
(4) F(x) = f (x)/g(x)とおく．定義に従い計算すると，

(
f
g

)′
= lim

h→0

F(x+h)−F(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)/g(x+h)− f (x)/g(x)
h

(326)

= lim
h→0

f (x+h)g(x)− f (x)g(x+h)
hg(x+h)g(x)

(327)

= lim
h→0

( f (x+h)− f (x))g(x)− f (x)(g(x+h)−g(x))
hg(x+h)g(x)

(328)

= lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

g(x)− f (x)
g(x+h)−g(x)

h
g(x+h)g(x)

(329)

=
lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

g(x)− f (x) lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

lim
h→0

g(x+h)g(x)
(330)

=
f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)

g2(x)
(331)

を得る．
(5) F(x) = f (g(x))とおく．定義に従い計算すると

( f (g(x)))′ = lim
h→0

F(x+h)−F(x)
h

= lim
h→0

f (g(x+h))− f (g(x))
h

= lim
h→0

f (g(x)+g(x+h)−g(x))− f (g(x))
h

= lim
h→0

f (g(x)+g(x+h)−g(x))− f (g(x))
g(x+h)−g(x)

g(x+h)−g(x)
h

(332)

を得る．ここで h̃ = g(x+h)−g(x)とおくと，

( f (g(x)))′ = lim
h→0

f (g+ h̃)− f (g)
h̃

g(x+h)−g(x)
h

= lim
h→0

f (g+ h̃)− f (g)
h̃

× lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

(333)

となる．ここで

lim
h→0

h̃ = lim
h→0

(g(x+h)−g(x)) = lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

×h

= lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

× lim
h→0

h

= g′(x)×0 = 0 (334)

が成り立つ．よって h→ 0のとき h̃→ 0である．以上より

( f (g(x)))′ = lim
h̃→0

f (g+ h̃)− f (g)
h̃

× lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= f ′(g(x))g′(x) . (335)

を得る．
(6) y = f (x), x = f−1(y)より

y = f (x) = f ( f−1(y)) (336)
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となる．y = f ( f−1(y))の両辺は yに関する関数である．両辺を yで微分すると

d
dy

y = f ′( f−1(y))
d f−1(y)

dy
(337)

1 = f ′(x)
dx
dy

(338)

1 =
dy
dx

dx
dy

(339)

を得る．よって

dx
dy

=
d
dx

f−1(y) =
1
dy
dx

=
1

f ′(x)
=

1
f ′( f−1(y))

(340)

となる．

3.4 定数の微分

定理 3.11 (定数の微分)

d
dx

c = 0 (c：定数) (341)

問 3.12 これを示せ．

（証明）y = f (x) = cとおき定義に従い計算すると，

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

c−c
h

= 0 (342)

を得る．

3.5 巾関数の微分

定理 3.13 (巾関数の微分)

d
dx

xn = nxn−1 (n：自然数) (343)

問 3.14 これを示せ．

（証明）y = f (x) = xnとおき定義に従い計算すると，

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

(x+h)n−xn

h
(344)

を得る．ここで

(x+h)n =
n

∑
k=0

(
n

k

)
xn−khk (345)

= xn +nxn−1h+
1
2

n(n−1)xn−2h2 + · · ·+nxhn−1 +hn (346)

= xn +nxn−1h+h2
n

∑
k=2

(
n

k

)
xn−khk−2 (347)
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であることを用いると

f (x+h)− f (x)
h

=
(x+h)n−xn

h
= nxn−1 +h

{
n

∑
k=2

(
n

k

)
xn−khk−2

}
(348)

となる．h→ 0のとき nxn−1の項は生き残り，その後ろの項は消える．よって

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= nxn−1 (349)

を得る．

定理 3.15 (負巾関数の微分)

d
dx

1
xn =

d
dx

x−n =
−n
xn+1 =−nx−n−1 (n：自然数) (350)

問 3.16 これを示せ．

（証明）y = f (x) = 1/xnとおく．このとき

f (x+h)− f (x) =
1

(x+h)n −
1
xn =

xn− (x+h)n

(x+h)nxn (351)

=

xn−xn−nxn−1h−h2
n

∑
k=2

(
n

k

)
xn−hhk−2

(x+h)nxn (352)

=−h

nxn−1 +h
n

∑
k=2

(
n

k

)
xn−khk−2

(x+h)nxn (353)

となる．これを用いて

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

(354)

=− lim
h→0

nxn−1 +h
n

∑
k=2

(
n

k

)
xn−khk−2

(x+h)nxn =− nxn−1 +0
(x+0)nxn =

−n
xn+1 (355)

を得る．

定理 3.17 (m乗根関数の微分)

d
dx

m
√

x =
d
dx

x
1
m =

m
√

x
mx

=
1
m

x
1
m−1 (m：自然数) (356)

問 3.18 これを示せ．

（証明）y = f (x) = m
√

x = x
1
m とおく．このとき

f (x+h)− f (x) = (x+h)
1
m −x

1
m (357)
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である．ここで

am−bm = (a−b)(am−1 +am−2b+am−3b2 + · · ·+abm−2 +bm−1) (358)

= (a−b)
m

∑
k=1

am−kbk−1 (359)

⇒ a−b =
am−bm

m

∑
k=1

am−kbk−1
(360)

であることを用いる．a = (x+h)
1
m , b = x

1
m とおくと

f (x+h)− f (x) =

(
(x+h)

1
m

)m
−

(
x

1
m

)m

m

∑
k=1

(x+h)
m−k

m x
k−1
m

=
(x+h)−x

m

∑
k=1

(
(x+h)m−kxk−1

) 1
m

(361)

=
h

m

∑
k=1

(
(x+h)m−kxk−1

) 1
m

(362)

を得る．よって

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

1
m

∑
k=1

(
(x+h)m−kxk−1

) 1
m

(363)

=
1

m

∑
k=1

(
(x+0)m−kxk−1

) 1
m

=
1

m

∑
k=1

x
m−1

m

=
1

mx
m−1

m

=
1
m

x
1
m−1 (364)

となる．

定理 3.19 (巾関数の微分)

d
dx

xα = α xα−1 (α ∈ R) (365)

（証明）次節の (logx =)′1/x, (ex)′ = exが既に証明済みであるとする．このとき

y = f (x) = xα = (elogx)α = eα logx (366)

と表されるのでこれを微分すると

y′ =
(
eα logx)′ = (

eα logx)× (α logx)′ = eα logx α
x

= xα α
x

= α xα−1 (367)

を得る．

39



3.6 対数関数の微分

定理 3.20 (対数関数の微分)

d
dx

logx =
1
x

(368)

問 3.21 これを示せ．

（証明）y = f (x) = logxとおき定義に従い計算すると，

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

log(x+h)− log(x)
h

(369)

= lim
h→0

1
h

(log(x+h)− log(x)) = lim
h→0

1
h

log
x+h

x
= lim

h→0
log

(
x+h

x

) 1
h

(370)

= lim
h→0

log

(
1+

h
x

) 1
h

= lim
h→0

log

(
1+

1
x
h

) x
h

1
x

= lim
h→0

1
x

log

(
1+

1
x
h

) x
h

(371)

=
1
x

log

{
lim
h→0

(
1+

1
x
h

) x
h

}
=

1
x

log

{
lim

z= x
h→∞

(
1+

1
z

)z}
(372)

=
1
x

loge=
1
x

(373)

を得る．

3.7 指数関数の微分

定理 3.22 (指数関数の微分)

d
dx

ax = (loga)ax (374)

d
dx

ex = ex (375)

関数 exは微分演算
d
dx
に関して恒等的である．

問 3.23 これを示せ．

（証明）y = f (x) = axとおく．このとき逆関数とその微分は

x = f−1(y) = logay =
logy
loga

,
dx
dy

=

1
y

loga
=

1
(loga)y

(376)

である．これと逆関数の微分公式より

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1
1

(loga)y

= (loga)y = (loga)ax (377)

を得る．
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3.8 三角関数の微分

定理 3.24 (三角関数の微分)

d
dx

sinx = cosx (378)

d
dx

cosx =−sinx (379)

d
dx

tanx =
1

cos2x
(380)

問 3.25 これを示せ．

（証明）y = f (x) = sinxとおく．定義に従い計算すると，

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

sin(x+h)−sin(x)
h

(381)

を得る．ここで

sin(x+h)−sin(x) = sin

(
x+

h
2

+
h
2

)
−sin

(
x+

h
2
− h

2

)
(382)

= sin

(
x+

h
2

)
cos

(
h
2

)
+cos

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(383)

−sin

(
x+

h
2

)
cos

(
h
2

)
+cos

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(384)

= 2cos

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(385)

であることを用いると

dy
dx

= lim
h→0

2cos
(
x+ h

2

)
sin

(
h
2

)

h
= lim

h→0
cos

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)

h/2
(386)

= lim
h→0

cos

(
x+

h
2

)
× lim

h
2→0

sin
(

h
2

)
h
2

= cos(x)×1 = cos(x) (387)

を得る．
次に y = f (x) = cosxとおく．定義に従い計算すると，

dy
dx

= f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

cos(x+h)−cos(x)
h

(388)

を得る．ここで

cos(x+h)−cos(x) = cos

(
x+

h
2

+
h
2

)
−cos

(
x+

h
2
− h

2

)
(389)

= cos

(
x+

h
2

)
cos

(
h
2

)
−sin

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(390)

−cos

(
x+

h
2

)
cos

(
h
2

)
−sin

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(391)

=−2sin

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)
(392)

41



であることを用いると

dy
dx

= lim
h→0

−2sin
(
x+ h

2

)
sin

(
h
2

)

h
=− lim

h→0
sin

(
x+

h
2

)
sin

(
h
2

)

h/2
(393)

=− lim
h→0

sin

(
x+

h
2

)
× lim

h
2→0

sin
(

h
2

)
h
2

=−sin(x)×1 =−sin(x) (394)

を得る．
最後に y = f (x) = tan(x)を考える．このとき

y = f (x) = tan(x) =
sin(x)
cos(x)

(395)

であるから商の微分公式より

dy
dx

=
(sin(x))′ cos(x)−sin(x)(cos(x))′

cos2(x)
=

cos2(x)+sin2(x)
cos2(x)

(396)

=
1

cos2(x)
(397)

を得る．

3.9 逆三角関数の微分

定理 3.26 (逆三角関数の微分)

d
dx

Sin−1x =
1√

1−x2
(398)

d
dx

Cos−1x =
−1√
1−x2

(399)

d
dx

Tan−1x =
1

1+x2 (400)

問 3.27 これを示せ．

（証明）y = f (x) = Sin−1(x)とおく．主値を考えているので値域は

−π
2
≤ y≤ π

2
(401)

である．このとき f (x)の逆関数とその微分は

x = f−1(y) = sin(y) ,
dx
dy

= (sin(y))′ = cos(y) (402)

である．ここで cos(y)を xの関数で表すことを考える．cos2(y)+sin2(y) = 1と x = sin(y)より

cos(y) =±
√

1−sin2(y) =±
√

1−x2 (403)

となる．符号を片方のみ採用する．−π/2≤ y≤ π/2より cosy≥ 0となるので，上式の右辺も 0以上で
なければならない．よって

cosy =
√

1−x2 (404)
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である．以上より

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1

cos(y)
=

1√
1−x2

(405)

を得る．
次に y = f (x) = Cos−1(x) (0≤ y≤ π)とおく．この逆関数とその微分は

x = f−1(y) = cos(y) ,
dx
dy

=−sin(y) (406)

である．主値 0≤ y≤ π に注意して sin(y)を xの関数で表わすと

sin(y) =
√

1−cos(y) =
√

1−x2 (407)

である．ここで sin(y)≥ 0 (0≤ y≤ π)を用いた．以上より

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1

−sin(y)
=

−1√
1−x2

(408)

を得る．
最後に y = f (x) = Tan−1(x)を考える．この逆関数とその微分は

x = f−1(y) = tany, (409)

dx
dy

=
1

cos2y
=

cos2y+sin2y
cos2y

= 1+ tan2y = 1+x2 (410)

となる．これより

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1

1+x2 (411)

を得る．

3.10 双曲線関数の微分

定理 3.28 (双曲線関数の微分)

d
dx

sinhx = coshx (412)

d
dx

coshx = sinhx (413)

d
dx

tanhx =
1

cosh2x
(414)

問 3.29 これを示せ．

y = f (x) = sinh(x)とおく．このとき

dy
dx

= f ′(x) =
d
dx

sinh(x) =
d
dx

ex−e−x

2
=

1
2

(
d
dx

ex− d
dx

e−x
)

(415)

=
1
2

(
ex +e−x) = cosh(x) (416)
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を得る．次に y = f (x) = cosh(x)とおく．このとき

dy
dx

= f ′(x) =
d
dx

cosh(x) =
d
dx

ex +e−x

2
=

1
2

(
d
dx

ex +
d
dx

e−x
)

(417)

=
1
2

(
ex−e−x) = sinh(x) (418)

を得る．最後に y = f (x) = tanh(x)とおく．このとき

dy
dx

= f ′(x) =
d
dx

tanh(x) =
d
dx

(
sinh(x)
cosh(x)

)
=

(sinhx)′ coshx−sinhx(coshx)′

cosh2x
(419)

=
cosh2x−sinh2x

cosh2x
=

1

cosh2x
(420)

を得る．

3.11 逆双曲線関数の微分

定理 3.30 (逆双曲線関数の微分)

d
dx

sinh−1x =
1√

x2 +1
(421)

d
dx

Cosh−1x =
1√

x2−1
(422)

d
dx

tanh−1x =
1

1−x2 (423)

問 3.31 これを示せ．

y = f (x) = sinh−1(x)とおく．このとき逆関数とその微分は

x = f−1(y) = sinh(y) ,
dx
dy

= cosh(y) (424)

である．ここで cosh(y)を xの関数で表わす．cosh2y−sinh2y = 1より

coshy =±
√

1+sinh2y =±
√

1+x2 (425)

である．e±y≥ 0であり coshy = (ey +e−y)/2≥ 1となることに考慮すると，複合は正のみが採用される．
よって coshy =

√
1+x2となる．以上より

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1

coshy
=

1√
1+x2

(426)

を得る．
次に y = f (x) = Cosh−1x ≥ 0とおく．このとき逆関数とその微分は

x = f−1(y) = coshy,
dx
dy

= sinhy (427)

となる．ここで sinh(y)を xの関数で表わす．cosh2y−sinh2y = 1より

sinhy =±
√

cosh2y−1 =±
√

x2−1 (428)
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である．y≥ 0のとき sinhy≥ 0であるから複合は正を採用する．よって sinhy =
√

x2−1となる．以上
より

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1

sinhy
=

1√
x2−1

(429)

を得る．
最後に y = tanh−1xとおく．この逆関数とその微分は

x = f−1(y) = tanhy, (430)

dx
dy

=
1

cosh2y
=

cosh2y−sinh2y

cosh2y
= 1−

(
sinhy
coshy

)2

= 1− tanh2y = 1−x2 (431)

となる．よって

dy
dx

= f ′(x) =
1
dx
dy

=
1
1

cosh2y

=
1

1−x2 (432)

を得る．

3.12 高階導関数

定義 3.32 (高階導関数) 関数 f ′(x)が微分可能のとき， f ′(x)の導関数

f ′′(x) = lim
h→0

f ′(x+h)− f ′(x)
h

(433)

を2階導関数（second order derivative）という．このとき f (x)は2回微分可能（two times differentiable）
と呼ぶ．同様に f (x)を n回繰り返し微分した関数を n階導関数（n-th order derivative）といい， f (n)(x)
と書き表わす．関数 f (n)(x)は

f (n)(x) = lim
h→0

f (n−1)(x+h)− f (n−1)(x)
h

(n = 1,2,3, · · ·) (434)

と再帰的に定義する．ただし f (0)(x) = f (x)とする．f (n)(x)が存在するとき f (x)は n回微分可能（n times
differentiable）という．

例 3.33 (高階導関数の計算例) y = xα の高階導関数を求める．α が自然数ではないとき，

y′ = α xα−1 , (435)

y′′ = α(α−1)xα−2 , (436)

y′′′ = α(α−1)(α−2)xα−3 , (437)

· · ·
y(n) = α(α−1)(α−2) · · ·(α−n+1)xα−n , (438)

y(n+1) = α(α−1)(α−2) · · ·(α−n)xα−n−1 (439)

· · ·
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を得る．α が自然数 α = nのとき，

y = xα , (440)

y′ = α xα−1 , (441)

y′′ = α(α−1)xα−2 , (442)

y′′′ = α(α−1)(α−2)xα−3 , (443)

· · ·
y(α−1) = α(α−1)(α−2) · · ·2· x, (444)

y(α) = α(α−1)(α−2) · · ·2·1, (445)

y(α+1) = 0, (446)

y(α+2) = 0 (447)

· · ·

を得る．

例 3.34 (高階導関数の計算例) y = eaxの高階導関数を求める．合成関数の微分を繰り返して

y = eax, (448)

y′ = aeax, (449)

y′′ = a2eax, (450)

y′′′ = a3eax, (451)

· · ·
y(n) = aneax (452)

を得る．

例 3.35 (高階導関数の計算例)

y = sinx, (453)

y′ = cosx, (454)

y′′ =−sinx, (455)

y′′′ =−cosx, (456)

y(4) = sinx, (457)

· · · (458)

y(n) =





sinx (n = 4k)
cosx (n = 4k+1)
−sinx (n = 4k+2)
−cosx (n = 4k+3)

(459)

y(n) = sin
(

x+
nπ
2

)
. (460)

問 3.36 (高階導関数の例) y = cosx, y = sinhx, y = coshxの y(n) を求めよ．
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例 3.37 (高階導関数の計算例)

y =
√

1−x, (461)

y′ =−1
2

1√
1−x

, (462)

y′′ =− 1
2·2

1√
(1−x)3

, (463)

y′′′ =− 1·3
2·2·2

1√
(1−x)5

, (464)

y(4) =− 1·3·5
2·2·2·2

1√
(1−x)7

, (465)

... (466)

y(n) =−(2n−3)!!
2n

1√
(1−x)2n−1

(467)

ただし

(2n+1)!! = (2n+1)(2n−1)(2n−3) · · ·7·5·3·1, (468)

(2n)!! = (2n)(2n−2)(2n−4) · · ·8·6·4·2, (469)

0!! = (−1)!! = 1 (470)

と定義する．

問 3.38 参考書（p.52）問題 3-3.

3.13 Cn級の関数

定理 3.39 (微分可能性と連続性) f (x)が x = aで微分可能なとき， f (x)は x = aで連続である．

（証明）点 x = aで微分が可能なので

lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= f ′(a) (471)

が成り立つ．これより

lim
x→a

(
f (x)− f (a)

x−a
− f ′(a)

)
= 0 (472)

となる．ここで

ε(x) =
f (x)− f (a)

x−a
− f ′(a) (473)

とおく．このとき

lim
x→a

ε(x) = 0 (474)

である．(473)式を変形すると

f (x)− f (a) = f ′(a)(x−a)+ ε(x)(x−a) (475)
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となる．右辺を x→ aの極限をとる．すると

lim
x→a

(
f ′(a)(x−a)+ ε(x)(x−a)

)
= f ′(a)×0+0×0 = 0 (476)

である．よって左辺も 0となるので

lim
x→a

( f (x)− f (a)) = 0 ⇒ lim
x→a

f (x) = f (a) (477)

を得る．よって f (x)は x = aで連続である．

定義 3.40 (Cn級関数) f (x)が連続関数のとき f (x)をC0級の関数という．関数 f (x)が n回微分可能であ
り， f (n)(x)が連続関数であるとき， f (x)を n回連続微分可能な関数といい，Cn級の関数という．また何
回でも微分が可能な関数を無限回微分可能な関数といい，C∞ 級の関数という．

例 3.41 (Cn級関数の具体例) 多項式関数，sinx, exはC∞ 級の関数である．|x|はC0級の関数である．

注意 3.42 (Cn級関数の集合) Cn級の関数全体の集合をCnと書くとする．このとき

C0 ⊂C1 ⊂C2 ⊂ ·· · ⊂Cn ⊂ ·· · ⊂C∞ (478)

が成り立つ．

3.14 接線の方程式

定義 3.43 (接線) 関数 y = f (x)のグラフ上の点 P(a, f (a)), Q(a+h, f (a+h))を通る直線 l を考える．極
限 h→ 0において直線 l が直線 Lに近づくとする．このとき直線 Lを関数 f (x)の点 x = aにおける接線
（tangent）と呼ぶ．

定理 3.44 (接線の方程式) 関数 f (x)の点 x = aにおける接線の方程式は

y = f (a)+ f ′(a)(x−a) (479)

である．

（証明）点 (a, f (a))と (a+h, f (a+h))を通る直線の方程式は

y = f (a)+
f (a+h)− f (a)

(a+h)−a
(x−a) (480)

である．h→ 0の極限をとると微分係数の定義より

y = f (a)+ f ′(a)(x−a) (481)

を得る．

注意 3.45 (関数の線形近似) 接線の方程式は点 x= aにおける関数 f (x)の 1次（線形）近似ともいう．ち
なみに関数 f (x)の x = aにおける 0次近似は y = f (a)である．

例 3.46 (接線の方程式の具体例) 関数 f (x) = x3の点 x = 2における接線の方程式は

y = 12x−16 (482)

である．

問 3.47 参考書（p.46）問題 3-2.
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3.15 ちょっとまとめ

f (x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) f (n)(x)

c (定数) 0 0 0 0

xα αxα−1 α(α−1)xα−2 α(α−1)(α−2)xα−3 α!
(α−n)!

xα−n (n≤ α ∈ N)

(α ∈ R) 0 (n < α ∈ N)

α!
(α−n)!

xα−n (α /∈ N)

logx
1
x

logax
1

(loga)x

ex ex ex ex ex

ax (loga)ax (loga)2ax (loga)3ax (loga)nax

sinx cosx −sinx −cosx

cosx −sinx −cosx sinx

tanx
1

cos2x

Sin−1x
1√

1−x2

Cos−1x
−1√
1−x2

Tan−1x
1

1+x2

sinhx coshx sinhx coshx

coshx sinhx coshx sinhx

tanhx
1

cosh2x

sinh−1x
1√

x2 +1

Cosh−1x
1√

x2−1

tanh−1x
1

1−x2

問 3.48 上の表の空いている個所を埋めよ．
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4 テイラー級数

4.1 巾級数

定義 4.1 (巾級数) 定数 c0,c1,c2, · · · ,cn, · · · と変数 xを考える．このとき級数

c0 +c1x+c2x2 + · · ·+cnxn + · · ·=
∞

∑
n=0

cnxn (483)

を巾級数（power series）または整級数（polynomial series）と呼ぶ．同様に級数

c0 +c1(x−a)+c2(x−a)2 + · · ·+cn(x−a)n + · · ·=
∞

∑
n=0

cn(x−a)n (484)

を x−aの巾級数と呼ぶ．

定義 4.2 (収束半径) 巾級数
∞

∑
n=0

cn(x−a)n は |x−a| < r のとき絶対収束し，|x−a| > r のとき発散する．

定数 r > 0を収束半径（radius of convergence）と呼ぶ．

例 4.3 (収束半径の具体例) 巾級数

∞

∑
n=0

cnxn =
∞

∑
n=0

xn = 1+x+x2 +x3 + · · · (485)

は |x|< 1のとき収束する（公比が xの等比級数であるから）．よって収束半径は r = 1である．
巾級数

∞

∑
n=0

cnxn =
∞

∑
n=0

xn

n!
= 1+x+

x2

2
+

x3

3!
+ · · · (486)

は任意の有限の実数 xに対して収束する（例題 1.78）．すなわち |x|< ∞において収束する．このとき収
束半径は r = ∞と表わす．

定理 4.4 (収束半径の計算法) 巾級数
∞

∑
n=0

cn(x−a)nを考える．極限

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ (487)

または

r = lim
n→∞

1
n
√
|cn|

(488)

が存在するとき，巾級数 ∑cn(x−a)nの収束半径は r である．

（証明）級数
∞

∑
n=0

cn(x−a)nとその絶対級数
∞

∑
n=0

|cn(x−a)n|を考える．このとき

∞

∑
n=0

cn(x−a)n ≤
∞

∑
n=0

|cn(x−a)n| (489)
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であるので，∑ |cn(x−a)n|が収束するとき∑cn(x−a)nも収束する．∑an = ∑ |cn(x−a)n|とおくと，an =
|cn(x−a)|n≥ 0であるから∑anは正項級数となる．ゆえにダランベールの収束判定法（定理 1.64）より，
級数 ∑anは

lim
n→∞

an+1

an
< 1 (490)

のとき収束する．よって

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

∣∣cn+1(x−a)n+1
∣∣

|cn(x−a)n| = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn+1

cn

∣∣∣∣
|x−a|n+1

|x−a|n (491)

= |x−a| lim
n→∞

∣∣∣∣
cn+1

cn

∣∣∣∣ < 1 (492)

となる．これより

|x−a|< 1

lim
n→∞

∣∣∣∣
cn+1

cn

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ (493)

を得る．以上より収束半径は

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ (494)

と求まる．同様にしてコーシーの収束判定法（定理 1.68）より r = lim
n→∞

1/ n
√
|cn|が求まる．

例 4.5 (収束半径の計算例) 巾級数
∞

∑
n=0

xn = 1+x+x2 + · · ·+xn + · · · (495)

の収束半径を求める．cn = 1であるから，収束半径は

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
1
1

∣∣∣∣ = 1 (496)

と求まる．巾級数 ∑xnは |x|< r = 1のとき収束し，|x|> r = 1のとき発散する．
巾級数

∞

∑
n=0

xn

n!
= 1+x+

x2

2
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (497)

の収束半径を求める．cn = 1/n! であるから，収束半径は

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(n+1)!

n!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+1) = ∞ (498)

と求まる．収束半径は r = ∞である．巾級数 ∑xn/n! は任意の実数 xに対して収束する．
巾級数

∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
xn = x− 1

2
x2 +

1
3

x3 + · · ·+ (−1)n−1

n
xn + · · · (499)

の収束半径を求める．cn = (−1)n−1/nであるから，収束半径は

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(−1)n−1

n
n+1
(−1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
1+

1
n

)
= 1 (500)

と求まる．巾級数 ∑(−1)n−1xn/nは |x|< r = 1のとき収束し，|x|> r = 1のとき発散する．

問 4.6 参考書（p.191）問題 7-5 1.
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4.2 テイラー級数

巾級数 ∑cn(x−a)nは xについての関数である．これを

f (x) =
∞

∑
n=0

cn(x−a)n (|x−a|< r) (501)

= c0 +c1(x−a)+c2(x−a)2 + · · ·+cn(x−a)n + · · · (502)

とおく．数列 {cn}が一つ与えられると関数 f (x)が一つ定まる．すなわち

数列：{cn} → 関数：f (x) (|x−a|< r) (503)

との対応関係がある．それでは関数 f (x)が一つ与えられたとき，巾級数 ∑cn(x−a)nの係数である {cn}
はどのような値に定まるであろうか．すなわち，問題として対応関係

関数：f (x) → 数列：{cn}=? (504)

を考える．

定理 4.7 (テイラー級数) 関数 f (x)が ∞回微分可能なとき，

f (x) = f (a)+
f ′(a)
1!

(x−a)+
f ′′(a)

2!
(x−a)2 +

f (3)(a)
3!

(x−a)3+ (505)

· · ·+ f (n)(a)
n!

(x−a)n + · · · (506)

=
∞

∑
n=0

f (n)

n!
(x−a)n (|x−a|< r) (507)

が成り立つ．ただし点 x = aは定義内のある点とする．この巾級数を関数 f (x)に関する x = aまわりの
テイラー級数（Taylor series）と呼ぶ．特に a = 0のときは，マクローリン級数（Maclaurin series）と
呼ぶ．

注意 4.8 (テイラー級数の収束半径) テイラー級数は巾級数 ∑cn(x−a)nを

cn =
f (n)(a)

n!
(508)

とおいたものである．よってテイラー級数の収束半径は

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
f (n)(a)

n!
(n+1)!
f (n+1)(a)

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣(n+1)
f (n)(a)

f (n+1)(a)

∣∣∣∣∣ (509)

により求まる．

4.3 テイラー級数の導出

巾級数

f (x) =
∞

∑
n=0

cn(x−a)n (510)
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を考える．関数 f (x)が与えられたとし，テイラー級数の係数 {cn}を導出する．xが aに十分近いとき
(x−a)nは次数 nが大きいほど小さくなる．つまり小さい次数の項が主要な項となる．よって小さい次
数の係数より順に値を定めて行く．
まず巾級数

f (x) = c0 +c1(x−a)+c2(x−a)2 +c3(x−a)3 +c4(x−a)4 +c5(x−a)5 + · · · (511)

に x = aを代入する．すると

f (a) = c0 +0+0+ · · ·= c0 (512)

となる．よって係数を c0 = f (a)と定める．巾級数は

f (x) = f (a)+c1(x−a)+c2(x−a)2 +c3(x−a)3 +c4(x−a)4 +c5(x−a)5 + · · · (513)

となる．両辺を微分すると

f ′(x) = c1 +2c2(x−a)+3c3(x−a)2 +4c4(x−a)3 +5c5(x−a)4 + · · · (514)

を得る．ここに x = aを代入すると

f ′(a) = c1 +0+0+ · · ·= c1 (515)

となるので係数を c1 = f ′(a)と定める．このとき巾級数とその導関数は

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+c2(x−a)2 +c3(x−a)3 +c4(x−a)4 +c5(x−a)5 + · · · (516)

f ′(x) = f ′(a)+2c2(x−a)+3c3(x−a)2 +4c4(x−a)3 +5c5(x−a)4 + · · · (517)

となる．これで 1次の項までの係数が定まった． f (x)の最初の二つの項までをみると x = aにおける接
線の方程式となっている．次に 2階，3階の導関数と求めて行くと

f ′′(x) = 2·c2 +3·2·c3(x−a)+4·3·c4(x−a)2 +5·4·c5(x−a)3 + · · · (518)

f ′′′(x) = 3·2·c3 +4·3·2·c4(x−a)+5·4·3·c5(x−a)2 + · · · (519)

f (4)(x) = 4·3·2·c4 +5·4·3·2·c5(x−a)+ · · · (520)

f (5)(x) = 5·4·3·2·c5 + · · · (521)

となる．x = aを代入すると

f ′′(a) = 2·c2 +0+0+ · · · (522)

f ′′′(a) = 3·2·c3 +0+0+ · · · (523)

f (4)(a) = 4·3·2·c4 +0+0+ · · · (524)

f (5)(a) = 5·4·3·2·c5 +0+0+ · · · (525)

となるので係数が

c2 =
f ′′(a)

2!
, c3 =

f ′′′(a)
3!

, c4 =
f (4)(a)

4!
, c5 =

f (5)(a)
5!

(526)

と定まる．同様な操作を繰り返せば

cn =
f (n)(a)

n!
(527)

を得る．
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4.4 テイラー級数の具体例

例 4.9 (指数関数のテイラー級数)

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!
= 1+x+

x2

2
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (|x|< ∞) . (528)

（導出） f (x) = exとおく．導関数を計算すると

f (x) = ex , f ′(x) = ex , f ′′(x) = ex , f ′′′(x) = ex , · · · f (n)(x) = ex (529)

となる．点 x = 0における微分係数は

f (0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 1, f ′′′(0) = 1, · · · f (n)(0) = 1 (530)

である．よってテーラー級数は

f (x) = ex =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn =
∞

∑
n=0

1
n!

xn = 1+x+
x2

2
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (531)

と求まる．巾級数 ∑cn(x−a)nの収束半径 r を求める．係数は

cn =
1
n!

(532)

であるから，収束半径として

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(n+1)!

n!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+1) = ∞ (533)

を得る．

例 4.10 (三角関数のテイラー級数)

sinx =
∞

∑
n=1

(−1)n−1x2n−1

(2n−1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ (−1)n−1x2n−1

(2n−1)!
+ · · · (|x|< ∞) . (534)

cosx =
∞

∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · (|x|< ∞) . (535)

（導出） f (x) = sinxとおく．導関数を計算すると

f (x) = sinx, f ′(x) = cosx, f ′′(x) =−sinx, f ′′′(x) =−cosx, f (4)(x) = sinx, · · · (536)

である．一般的に書くと

f (n)(x) =





sinx (n = 4k)
cosx (n = 4k+1)
−sinx (n = 4k+2)
−cosx (n = 4k+3)

(k = 0,1,2,3, · · ·) (537)

である．点 x = 0における微分係数は

f (n)(0) =





0 (n = 4k)
1 (n = 4k+1)
0 (n = 4k+2)
−1 (n = 4k+3)

(k = 0,1,2,3, · · ·) (538)
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と求まる．これを用いてテーラー級数を求めると

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn (539)

(n = 4k,n = 4k+1,n = 4k+2,n = 4k+3;k = 0,1,2, · · ·) (540)

=
∞

∑
k=0

f (4k)(0)
(4k)!

x4k +
∞

∑
k=0

f (4k+1)(0)
(4k+1)!

x4k+1 +
∞

∑
k=0

f (4k+2)(0)
(4k+2)!

x4k+2 +
∞

∑
k=0

f (4k+3)(0)
(4k+3)!

x4k+3 (541)

=
∞

∑
k=0

1
(4k+1)!

x4k+1 +
∞

∑
k=0

−1
(4k+3)!

x4k+3 (542)

=
∞

∑
k=0

1
(2(2k)+1)!

x2(2k)+1 +
∞

∑
k=0

−1
(2(2k+1)+1)!

x2(2k+1)+1 (543)

(l = 2k, l = 2k+1;k = 0,1,2, · · ·) (544)

=
∞

∑
l=0

(−1)l

(2l +1)!
x2l+1 (545)

(l = n−1;n = 1,2,3, · · ·) (546)

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1

(2n−1)!
x2n−1 (547)

を得る．収束半径を求める．

cn =
(−1)n−1

(2n−1)!
(548)

とおくと

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(−1)n−1

(2n−1)!
(2n+1)!
(−1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(2n+1)!
(2n−1)!

(549)

= lim
n→∞

(2n+1)(2n) = lim
n→∞

(4n2 +2n) = ∞ (550)

が得られる．

例 4.11 (対数関数のテイラー級数)

log(1+x) =
∞

∑
n=1

(−1)n−1xn

n
= x− x2

2
+

x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1xn

n
+ · · · (|x|< 1) . (551)

（導出） f (x) = log(1+x)とおく．導関数を計算すると

f (x) = log(1+x) , f ′(x) =
1

1+x
, f ′′(x) =

−1
(1+x)2 , f ′′′(x) =

(−1)(−2)
(1+x)3 , · · · (552)

となる．一般的には n≥ 1に対して

f (n)(x) =
(−1)(−2)(−3) · · ·(−n+1)

(1+x)n =
(−1)n−1(n−1)!

(1+x)n (553)

と表わされる．点 x = 0における微分係数は

f (n)(0) = (−1)n−1(n−1)! (554)
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となる．よってテーラー級数は

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn = f (0)+
∞

∑
n=1

f (n)(0)
n!

xn (555)

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1(n−1)!
n!

xn =
∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
xn (556)

と得られる．収束半径 r を求める．

cn =
(−1)n−1

n
(557)

とおくと，

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(−1)n−1

n
n+1
(−1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+1
n

= lim
n→∞

(
1+

1
n

)
= 1 (558)

と得られる．

例 4.12 (有理関数のテイラー級数)

1
1−x

=
∞

∑
n=0

xn = 1+x+x2 +x3 + · · ·+xn + · · · (|x|< 1) (559)

（導出） f (x) = 1/(1−x)とおく．導関数を計算すると

f (x) =
1

1−x
, f ′(x) =

1
(1−x)2 , f ′′(x) =

2·1
(1−x)3 , f ′′′(x) =

3·2·1
(1−x)4 , · · · (560)

である．一般的には

f (n)(x) =
n!

(1−x)n+1 , n = 0,1,2, · · · (561)

と表わされる．点 x = 0における微分係数は

f (n)(0) = n! , n = 0,1,2, · · · (562)

と得られる．よってテーラー級数は

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn =
∞

∑
n=0

n!
n!

xn =
∞

∑
n=0

xn (563)

となる．収束半径 r は cn = 1とおくと

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = 1 (564)

と得られる．

例 4.13 (多項式のテイラー級数) α が自然数以外の実数のとき，

(1+x)α = 1+α x+
α(α−1)

2
x2 + · · ·+ α(α−1) · · ·(α−n+1)

n!
xn + · · · (|x|< 1) (565)

=
∞

∑
n=0

(
α
n

)
xn . (566)
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α が自然数のとき，

(1+x)α = 1+α x+
α(α−1)

2
x2 + · · ·+ α(α−1)

2
xα−2 +α xα−1 +xα (|x|< ∞) (567)

=
α

∑
n=0

(
α
n

)
xn . (568)

（導出） f (x) = (1+x)α とおく．導関数を計算すると

f (x) = (1+x)α , f ′(x) = α(1+x)α−1 , f ′′(x) = α(α−1)(1+x)α−2 , (569)

f ′′′(x) = α(α−1)(α−2)(1+x)α−3 , · · · (570)

である．α が自然数の場合と，それ以外の場合に分けて考える．まず α が自然数以外の実数のときを考
える．導関数は

f (n)(x) = α(α−1)(α−2) · · ·(α−n+1)(1+x)α−n (571)

=
α!

(α−n)!
(1+x)α−n (572)

と表わされる．点 x = 0における微分係数は

f (n)(0) =
α!

(α−n)!
(573)

となる．よってテーラー級数は

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn =
∞

∑
n=0

α!
(α−n)!n!

xn =
∞

∑
n=0

(
α
n

)
xn (574)

と求まる．収束半径 r は

cn =

(
α
n

)
=

α!
(α−n)!n!

(575)

とおくと，

r = lim
n→∞

∣∣∣∣
cn

cn+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
α!

(α−n)!n!
(α−n−1)!(n+1)!

α!

∣∣∣∣ (576)

= lim
n→∞

∣∣∣∣
n+1
α−n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
1+1/n
α/n−1

∣∣∣∣ = 1 (577)

と得られる．次に α が自然数のときを考える．導関数は

f (n)(x) =





α!
(α−n)!

(1+x)α−n (n≤ α)

0 (n > α)
(578)

と表わされる．点 x = 0における微分係数は

f (n)(0) =





α!
(α−n)!

(n≤ α)

0 (n > α)
(579)
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と求まる．よってテーラー級数は

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

xn =
α

∑
n=0

α!
(α−n)!n!

xn =
α

∑
n=0

(
α
n

)
xn (580)

と得られる．この展開式は有限項の和であり，有限次数の多項式である．α が自然数のときのテーラー
展開は二項展開となる．展開式は多項式であり任意の実数 xに対して成立する．よって |x|< ∞であり，
収束半径は r = ∞となる．

問 4.14 参考書（p.191）問題 7-5 2, 3.

定義 4.15 (階乗の拡張) α を実数とする．このとき α! を

α! = α(α−1)! , 0! = 1 (581)

と定義する．

例 4.16 (階乗の具体例) α が自然数 nのとき

α! = n! = n(n−1)(n−2) · · ·2·1 (582)

である．α が自然数ではないとき

α! = α(α−1)(α−2) · · ·=
∞

∏
n=0

(α−n) (583)

となり無限積で表わされる．例えば α = 1/2のときは
(

1
2

)
! =

1
2

(
1
2
−1

)(
1
2
−2

)(
1
2
−3

)
· · ·=

∞

∏
n=0

(
1
2
−n

)
(584)

=
1
2

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)
· · ·=

∞

∏
n=0

−2n+1
2

(585)

となる．

定義 4.17 (二項係数の拡張) 実数 α,自然数 nに対して
(

α
n

)
=

α!
(α−n)!n!

=
α(α−1)(α−2) · · ·(α−n+1)

n(n−1)(n−2) · · ·2·1 (586)

と定義する．

例 4.18 (二項係数の具体例) α が自然数 mのときは
(

α
n

)
=

(
m

n

)
=

m!
(m−n)!n!

(587)

であり通常の二項係数と等しい．α = 1/2, n = 3のとき
(

1
2

3

)
=

(
1
2

)(
1
2−1

)(
1
2−2

)

3·2·1 =

(
1
2

)(−1
2

)(−3
2

)

3·2·1 =
1
16

(588)

となる．α =−2, n = 3のとき
(
−2

3

)
=

(−2)(−3)(−4)
3·2·1 =−4 (589)

となる．
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注意 4.19 (三角関数と指数関数) 三角関数と指数関数は

sinx =
eix−e−ix

2i
, cosx =

eix +e
ix

2
(590)

の関係にある．ここで e±ix は複素指数関数である．複素指数関数は複素数 z= x+ iyに対して

ez =
∞

∑
n=0

zn

n!
= 1+z+

z2

2
+

z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · (591)

と定義される．右辺は複素巾級数である．この定義より関係式が自然に導出される．このとき x = 0と
し z= iyとおく．すると

eiy =
∞

∑
n=0

(i y)n

n!
= 1+ iy+ i2

y2

2
+ i3

y3

3!
+ i4

y4

4!
+ i5

y5

5!
+ i6

y6

6!
+ · · · (592)

= 1+ iy− y2

2
− i

y3

3!
+

y4

4!
+ i

y5

5!
− y6

6!
+ · · · (593)

=
(

1− y2

2
+

y4

4!
− y6

6!
+ · · ·

)
+ i

(
y− y3

3!
+

y5

5!
· · ·

)
(594)

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1y2n−2

(2n−2)!
+ i

∞

∑
n=1

(−1)n−1y2n−1

(2n−1)!
(595)

= cosy+ i siny (596)

を得る．同様に z=−iyとおくと

e−iy =
∞

∑
n=0

(−i y)n

n!
(597)

= 1+ i(−y)+ i2
(−y)2

2
+ i3

(−y)3

3!
+ i4

(−y)4

4!
+ i5

(−y)5

5!
+ i6

(−y)6

6!
+ · · · (598)

= 1+ i(−y)− (−y)2

2
− i

(−y)3

3!
+

(−y)4

4!
+ i

(−y)5

5!
− (−y)6

6!
+ · · · (599)

=
(

1− (−y)2

2
+

(−y)4

4!
− (−y)6

6!
+ · · ·

)
+ i

(
(−y)− (−y)3

3!
+

(−y)5

5!
· · ·

)
(600)

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1(−1)2n−2y2n−2

(2n−2)!
+ i

∞

∑
n=1

(−1)n−1(−1)2n−1y2n−1

(2n−1)!
(601)

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1y2n−2

(2n−2)!
− i

∞

∑
n=1

(−1)n−1y2n−1

(2n−1)!
(602)

= cosy− i siny (603)

を得る．yを xに置き換えることで，最初の関係式を得る．

4.5 テイラー展開

テイラー級数では関数 f (x)を無限和で表す．次のテイラー展開では有限項の和で f (x)を表す．

定理 4.20 (テイラー展開) 関数 f (x)が n+1回微分可能なとき，

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x−a)k +Rn+1(x) , (604)

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ )
(n+1)!

(x−a)n+1 , ξ = a+θ(x−a) (0≤ θ ≤ 1) (605)
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が成り立つ．ただし点 x= aは定義内の点である．この展開式を f (x)のテイラー展開（Taylor expansion）
と呼ぶ．特に a= 0のときをマクローリン展開（Maclaurin expansion）と呼ぶ．Rnは剰余項（remainder）
と呼ばれる．

注意 4.21 点 ξ は点 aと点 xとを θ : 1−θ に内分する点である．

定理 4.22 (平均値の定理) 関数 f (x)が a≤ x≤ bで連続で，a < x < bで微分可能ならば，

f (b)− f (a)
b−a

= f ′(ξ ) , ξ = b+θ(b−a) (0≤ θ ≤ 1) (606)

を満たす ξ が存在する．

例 4.23 (テイラー展開の具体例)

ex = 1+x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+Rn+1(x) , (607)

Rn+1(x) =
eθx

(n+1)!
xn+1 (0≤ θ ≤ 1) (608)

例 4.24 (テイラー展開の具体例)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ (−1)n−1

(2n−1)!
x2n−1 +R2n+1(x) , (609)

R2n+1(x) =
(−1)ncos(θx)

(2n+1)!
x2n+1 (0≤ θ ≤ 1) (610)

(611)

4.6 テイラー級数による関数の近似

定義 4.25 (関数の近似) 関数 f (x)をテイラー級数

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n (612)

で表わし，n次の項で打ち切った関数

f̃n(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n (613)

を f (x)の n次近似と呼ぶ．

具体的に書くと

0次近似： f (x)' f̃0(x) = f (a) ←定数 (614)

1次近似： f (x)' f̃1(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a) ←直線，接線の方程式 (615)

2次近似： f (x)' f̃2(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 ←放物線 (616)

... (617)

n次近似： f (x)' f̃n(x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 + · · · (618)

· · ·+ f (n)(a)
n!

(x−a)n ← n次多項式 (619)

と表される．テイラー級数による関数の近似では f (x)を多項式で近似する．
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注意 4.26 近似式 f̃n(x)は曲線 y = f (x)に点 x = aで接する n次多項式である．

例 4.27 (関数の近似の具体例)

f (x) = ex = 1+x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (620)

f (x)' f̃0(x) = 1 (621)

f (x)' f̃1(x) = 1+x (622)

f (x)' f̃2(x) = 1+x+
x2

2
(623)

f (x)' f̃3(x) = 1+x+
x2

2
+

x3

6
(624)

例 4.28 (関数の近似の具体例)

f (x) = sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · · (625)

f (x)' f̃0(x) = 0 (626)

f (x)' f̃1(x) = f̃2(x) = x (627)

f (x)' f̃3(x) = f̃4(x) = x− x3

6
(628)

f (x)' f̃5(x) = f̃6(x) = x− x3

6
+

x5

120
(629)

4.7 近似関数の誤差の評価

関数 f (x)の n次近似式 f̃n(x)の誤差 en(x)を考える．テイラー展開

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+ · · ·+ f (n)(a)
n!

(x−a)n +Rn+1(x) (630)

より

f (x) = f̃n(x)+Rn+1(x) (631)

が成り立つ．誤差（error）を

en(x) = | f̃n(x)− f (x)| (632)

と定義すると，上の式より誤差は

en(x) = | f̃n(x)− f (x)|= |Rn+1(x)| (633)

と表される．
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例 4.29 (誤差の評価の具体例) f (x) = sinxを多項式で近似する．x = 0まわりでテイラー展開して近似式
を計算すると

0次近似： f (x)' f̃0(x) = 0 (634)

1次近似： f (x)' f̃1(x) = x (635)

3次近似： f (x)' f̃3(x) = x− x3

6
(636)

5次近似： f (x)' f̃5(x) = x− x3

6
+

x5

120
(637)

を得る．誤差 en(x)は

e0(x) = | f̃0(x)− f (x)|= |R1(x)|= |xcosθx| ≤ |x| (638)

e1(x) = | f̃1(x)− f (x)|= |R3(x)|=
∣∣∣∣
x3cosθx

6

∣∣∣∣≤
|x|3
6

(639)

e3(x) = | f̃3(x)− f (x)|= |R5(x)|=
∣∣∣∣
x5cosθx

120

∣∣∣∣≤
|x|5
120

(640)

e5(x) = | f̃5(x)− f (x)|= |R7(x)|=
∣∣∣∣
x7cosθx

7!

∣∣∣∣≤
|x|7
7!

(641)

である．ここで |cosθx| ≤ 1を用いた．
いま x = 1のときの誤差を考える．このとき誤差は

e0(1)≤ 1 → e0 ∼ 1 有効桁数：0,1桁程度 (642)

e1(1)≤ 1
6

= 0.1666... < 0.2 → e1 ∼ 2×10−1 有効桁数：1,2桁程度 (643)

e3(1)≤ 1
120

= 0.008333... < 0.01 → e3 ∼ 1×10−2 有効桁数：2,3桁程度 (644)

e5(1)≤ 1
7!

= 0.000198... < 0.0002 → e5 ∼ 2×10−4 有効桁数：4,5桁程度 (645)

となる．近似の次数が大きいほど誤差は小さい．次に誤差 en(x)が 0.01以下となるような xの範囲を求
める．上の誤差の評価式より

e0(x)≤ |x| ≤ 0.01 → |x| ≤ 0.01 (646)

e1(x)≤ |x|3
6
≤ 0.01 → |x|3 ≤ 0.06 → |x| ≤ 0.391 (647)

e3(x) <
|x|5
120

≤ 0.01 → |x|5 ≤ 1.2 → |x| ≤ 1.04 (648)

e5(x)≤ |x|7
7!

≤ 0.01 → |x|5 ≤ 50.4 → |x| ≤ 1.75 (649)

となる．近似の次数が上がるほど xの範囲が広がっている．

問 4.30 参考書（p.69）問題 3–6 1．

4.8 解析関数

定義 4.31 (解析関数) 関数 f (x)がテイラー級数で表されるとき，関数 f (x)は解析的（analytic）である
という．解析的な関数を解析関数（analytic function）と呼ぶ．
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定理 4.32 (解析関数の性質) 関数 f (x), g(x)が解析的であるとき，次の関数

α f (x)+β g(x) , f (x)g(x) ,
f (x)
g(x)

, f (g(x)) (650)

もまた解析的である．

例 4.33 (テイラー級数の計算例) 関数 f (x) = exのテイラー級数は

f (x) = ex = 1+x+
1
2

x2 +
1
6

x3 + · · ·=
∞

∑
n=0

1
n!

xn (651)

と表わされる．このとき g(x) = eαxのテイラー級数を求める．g(x)は f (x)を用いると g(x) = f (αx)と
書ける． f (x)のテイラー級数の xに αxを代入すると

g(x) = eα x = 1+(α x)+
1
2
(α x)2 +

1
6
(α x)3 + · · · (652)

= 1+α x+
α2

2
x2 +

α3

6
x3 + · · · (653)

を得る．この展開式はテイラー級数の公式を g(x)に適用したものと同じものとなる．同様に g(x) = e−x2

のテイラー級数は

g(x) = f (−x2) = e−x2
= 1+(−x2)+

1
2
(−x2)2 +

1
6
(−x2)3 + · · · (654)

= 1−x2 +
1
2

x4− 1
6

x6 + · · · (655)

=
∞

∑
n=0

1
n!

(−x2)n
=

∞

∑
n=0

(−1)n

n!
x2n (656)

と求まる．

例 4.34 (テイラー級数の計算例)

1
1−x

= 1+x+x2 +x3 + · · · (657)

1
1−x−x2 = 1+

(
x+x2)+

(
x+x2)2

+
(
x+x2)3

+ · · · (658)

= 1+(x+x2)+(x2 +2x3 +x4)+(x3 +3x4 +3x5 +x6)+ · · · (659)

= 1+x+2x2 +3x3 +4x4 + · · · (660)

例 4.35 (テイラー級数の計算例)

√
1−x = 1− 1

2
x− 1

8
x2− 1

16
x3 + · · · (661)

√
1−x−x2 = 1− 1

2
(x+x2)− 1

8
(x+x2)2− 1

16
(x+x2)3 + · · · (662)

= 1− 1
2

x−
(

1
2

+
1
8

)
x2−

(
2
8

+
1
16

)
x3 + · · · (663)

= 1− 1
2

x− 5
8

x2− 5
16

x3 + · · · (664)
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例 4.36 (テイラー級数の計算例)

ex = 1+x+
x2

2
+

x3

3!
+ · · ·=

∞

∑
n=0

xn

n!
(665)

e−x = 1−x+
x2

2
− x3

3!
+ · · ·=

∞

∑
n=0

(−1)nxn

n!
(666)

sinhx =
1
2
(ex−e−x) (667)

=
1
2

(
∞

∑
n=0

xn

n!
−

∞

∑
n=0

(−1)nxn

n!

)
=

1
2

∞

∑
n=0

1− (−1)n

n!
xn (668)

(n = 2k,n = 2k+1;k = 0,1,2, · · ·) (669)

=
1
2

∞

∑
k=0

1− (−1)2k

(2k)!
x2k +

1
2

∞

∑
k=0

1− (−1)2k+1

(2k+1)!
x2k+1 (670)

=
∞

∑
k=0

1
(2k+1)!

x2k+1 (671)

(k→ n−1;n = 1,2,3, · · ·) (672)

=
∞

∑
n=1

1
(2n−1)!

x2n−1 (673)

問 4.37 (テイラー級数の計算) coshxのテイラー級数を求めよ．

4.9 項別微分

例 4.38 (項別微分の具体例)

ex =
∞

∑
n=0

1
n!

xn = 1+x+
1
2

x2 +
1
3!

x3 +
1
4!

x4 + · · · (674)

d
dx

ex =
d
dx

(
1+x+

1
2

x2 +
1
3!

x3 +
1
4!

x4 + · · ·+ 1
n!

xn +
1

(n+1)!
xn+1 + · · ·

)
(675)

=
d
dx

1+
d
dx

x+
d
dx

(
1
2

x2
)

+
d
dx

(
1
3!

x3
)

+
d
dx

(
1
4!

x4
)

+ · · · (676)

· · ·+ d
dx

(
1
n!

xn
)

+
d
dx

(
1

(n+1)!
xn+1

)
+ · · · (677)

= 0+1+
2
2

x2 +
3
3!

x2 +
4
4!

x3 + · · ·+ n
n!

xn−1 +
n+1

(n+1)!
xn + · · · (678)

= 1+x+
1
2!

x2 +
1
3!

x3 + · · ·+ 1
(n−1)!

xn−1 +
1
n!

xn + · · · (679)

=
∞

∑
n=0

1
n!

xn (680)

= ex (681)
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例 4.39 (項別微分の具体例)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
−·· ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ · · · (682)

d
dx

sinx =
d
dx

(
x− x3

3!
+

x5

5!
−·· ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ · · ·

)
(683)

= 1− x2

2!
+

x4

4!
−·· ·+(−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·= cosx (684)

例 4.40 (項別微分の具体例)

log(1+x) = x− x2

2
+ · · ·+(−1)nxn

n
+ · · · (685)

d
dx

log(1+x) = 1−x+ · · ·+(−1)nxn−1 + · · ·= 1
1+x

(686)

問 4.41 これを示せ．

例 4.42 (テーラー級数の微分)

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n (687)

f ′(x) =
d
dx

f (x) =
d
dx

∞

∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n (688)

=
d
dx

(
f (a)+

∞

∑
n=1

f (n)(a)
n!

(x−a)n

)
(689)

= 0+
∞

∑
n=1

d
dx

(
f (n)(a)

n!
(x−a)n

)
(690)

=
∞

∑
n=1

f (n)(a)
n
n!

(x−a)n−1 (691)

=
∞

∑
n=1

f (n)(a)
(n−1)!

(x−a)n−1 (692)

(m= n−1;n = 1,2,3, · · ·) (693)

=
∞

∑
m=0

f (m+1)(a)
m!

(x−a)m (694)

(m→ n) (695)

=
∞

∑
n=0

( f ′)(n)(a)
n!

(x−a)n (696)

= f ′(x) (697)

f (x)に関するテーラー級数を微分したものは， f ′(x)に関するテーラー級数となる．テーラー級数は微分
演算に対して不変である．
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4.10 項別積分

関数 f (x) = Tan−1xを考える． f (x)のテイラー級数を求める．このとき f (n)(x)の計算は面倒であるの
で別の方法を考える．そこで次のような項別積分を用いてテイラー級数を求める．まず f (x)の導関数は

f ′(x) =
1

1+x2 (698)

である．これをテイラー級数で表わす．そのためまず

1
1+x

= 1−x+x2−x3 + · · ·=
∞

∑
n=0

(−1)nxn (699)

を用意する．xに x2を代入すれば

f ′(x) =
1

1+x2 = 1−x2 +x4 + · · ·=
∞

∑
n=0

(−1)nx2n (700)

を得る．両辺を不定積分をすると

Tan−1x =
∫ (

∞

∑
n=0

(−1)nx2n

)
dx=

∞

∑
n=0

∫
(−1)nx2ndx (701)

=
∫

dx+−
∫

x2dx++
∫

x4dx+ · · ·+(−1)n
∫

x2ndx+ · · · (702)

= C+x− x3

3
+

x5

5
+ · · ·+(−1)n x2n+1

2n+1
+ · · · (703)

= C+
∞

∑
n=0

(−1)n

2n+1
x2n+1 (704)

(n→ n−1) (705)

= C+
∞

∑
n=1

(−1)n−1

2n−1
x2n−1 (706)

を得る．定数項Cには不定性が残っている．これを定める．x = 0を代入すると

Tan−10 = C+0+0+ · · · (707)

→C = Tan−10 = 0 (708)

を得る．以上より f (x)のテイラー級数として

f (x) = Tan−1x =
∞

∑
n=1

(−1)n−1

2n−1
x2n−1 (709)

が求まる．

4.11 ランダウの記号

定義 4.43 (ランダウの記号) 関数 f (x), g(x)に対して

lim
x→a

∣∣∣∣
f (x)
g(x)

∣∣∣∣ = 0 (710)
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が成り立つとき，

f (x) = o(g(x)) (x→ a) (711)

と表記する．o(·)はランダウ（Landau）の記号であり，「ラージオー」と読む．またこのとき， f は gに
比べ無視できるという．

定義 4.44 (ランダウの記号) 関数 f (x), g(x)に対して

lim
x→a

∣∣∣∣
f (x)
g(x)

∣∣∣∣ = b < ∞ (712)

が成り立つとき，

f (x) = O(g(x)) (x→ a) (713)

と表記する．O(·)はランダウ（Landau）の記号であり，「スモールオー」と読む．またこのとき f は g

で押さえられるという．

注意 4.45 (二つのランダウの記号の関係) 関数 f (x), g(x)に対して

f (x) = O(g(x)) (x→ a) (714)

が成り立つとき，b 6= 0であれば lim
x→a

(
f (x)
g(x)

−b

)
= 0となるので

f (x) = bg(x)+o(g(x)) (x→ a) (715)

が成り立つ．

定義 4.46 (無限大，無限小) 関数 f (x), g(x)が x→ aにおいて無限小または無限大となるとき，次の呼び
方を定義する．

• f → 0, g→ 0, f = o(g) (x→ a)のとき， f は gより高次の無限小と呼ぶ．または gは f より低次
の無限小と呼ぶ．

• f →±∞, g→±∞, f = o(g) (x→ a)のとき， f は gより低次の無限大と呼ぶ．または gは f より
高次の無限大と呼ぶ．

• f → 0, g→ 0, f = O(g) (x→ a)のとき， f と gとは同次の無限小と呼ぶ．

• f →±∞, g→±∞, f = O(g) (x→ a)のとき， f と gとは同次の無限大と呼ぶ．

例 4.47 (ランダウの記号の使用例)

ex = 1+x+O(x2) = 1+x+o(x) (x→ 0) (716)

= 1+x+
x2

2
+O(x3) = 1+x+

x2

2
+o(x2) (x→ 0) (717)

sinx = x+O(x3) = x+o(x) (x→ 0) (718)

= x− x3

3!
+O(x5) = x− x3

3!
+o(x3) (x→ 0) (719)
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log(1+x) = x− x2

2
+O(x3) = x− x2

2
+o(x2) (x→ 0) (720)

= x− x2

2
+

x3

6
+O(x4) = x− x2

2
+

x3

6
+o(x3) (x→ 0) (721)

注意 4.48 (テイラー展開とランダウの記号) テイラー展開により

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n +O

(
(x−a)n+1) , (722)

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n +o((x−a)n) (723)

が成り立つ．なぜなら

lim
x→a

∣∣∣∣
Rn+1(x)

(x−a)n+1

∣∣∣∣ = lim
x→a

∣∣∣∣∣
f (n+1)(x+θ(x−a))

(n+1)!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f (n+1)(a)
(n+1)!

∣∣∣∣∣ < ∞ (724)

となるからである．同様に

lim
x→a

∣∣∣∣
Rn+1(x)
(x−a)n

∣∣∣∣ = lim
x→a

∣∣∣∣∣
f (n+1)(x+θ(x−a))

(n+1)!
(x−a)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f (n+1)(a)
(n+1)!

×0

∣∣∣∣∣ = 0 (725)

となることより得られる．

4.12 テイラー級数を用いた関数の極限の計算

関数

f (x) =
sinx

x
(726)

の x→ 0における極限を考える． f (x)をテイラー級数で表わしたのち関数の極限を求める．すなわち

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

{ f (x)の x = 0まわりでのテイラー級数} (727)

として計算する．まず分子である sinxをテイラー展開すると

sinx = x− x3

6
+

x5

5!
+O(x7) (728)

となる．次に分子 sinxを分母 xで割り， f (x)のテイラー展開を求める．すなわち

f (x) =
sinx

x
=

x− x3

6 + x5

5! +O(x7)
x

= 1− x2

6
+

x4

5!
+O(x6) (729)

を得る．もとの関数とテイラー級数で表わした関数とは等価なものである．よって

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

(
1− x2

6
+

x4

5!
+O(x6)

)
= 1−0+0+0 = 1 (730)

を得る．関数 f (x) =
sinx

x
はもともと点 x = 0において値が定義されていない．しかしながら，等価な式

であるテイラー級数では，点 x = 0は特別な点ではない．点 x = 0は見かけの不連続点である．ある関
数に不連続点があるとき，その不連続点が取り除けるかどうかは，その関数をテイラー級数表示をすれ
ばよい．
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問 4.49 参考書（p.69）問題 3–6 2．

問 4.50 (極限の計算) 極限

lim
x→0

ex−1
x

(731)

を求めよ．

例 4.51 (テイラー展開を用いた極限の計算の例) 関数

f (x) =
√

x2−2x−x (732)

に対して極限 lim
x→∞

f (x)を考える．このとき

lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

{ f (x)の x = ∞まわりのテイラー級数} (733)

として極限を求める．しかしながら，巾級数 ∑cn(x−∞)nは存在しない．そこで変数を y= 1/xと導入す
る．すると極限は

lim
x→∞

f (x) = lim
y→0

f

(
1
y

)
= lim

y→0

{
f

(
1
y

)
の y = 0まわりのテイラー級数

}
(734)

と表わされる． f (1/y)を計算すると

f

(
1
y

)
=

√
1
y2 −

2
y
− 1

y
=

1
y

(√
1−2y−1

)
(735)

となる．まず
√

1−2yをテイラー展開すると

√
1−2y = 1+

1
2
(−2y)+

1
2

(
1
2−1

)

2·1 (−2y)2 +O
(
(−2y)3)) (736)

= 1−y− 1
2

y2 +O(y3) (737)

を得る．これを用いて f (1/y)のテイラー展開を求めると

f

(
1
y

)
=

1
y

{(
1−y− 1

2
y2 +O(y3)

)
−1

}
(738)

=
1
y

(
−y− 1

2
y2 +O(y3)

)
(739)

=−1− 1
2

y+O(y2) (740)

となる．よって極限は

lim
x→∞

f (x) = lim
y→0

f

(
1
y

)
= lim

y→0

{
−1− 1

2
y+O(y2)

}
=−1+0+0 =−1 (741)

と得られる．
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4.13 関数の増減と極値

定義 4.52 (増加，減少，極値) hを十分小さい正の数 h > 0とする．このとき関数 f (x)に関して次の性
質を定義する．

• f (a−h) < f (a) < f (a+h)を満たすとき，関数 f (x)は点 x = aにおいて増加の状態であるという．

• f (a−h) > f (a) > f (a+h)を満たすとき，関数 f (x)は点 x = aにおいて減少の状態であるという．

• f (a−h) < f (a) > f (a+h)を満たすとき，関数 f (x)は点 x = aにおいて極大値 f (a)をとるという．

• f (a−h) > f (a) < f (a+h)を満たすとき，関数 f (x)は点 x = aにおいて極小値 f (a)をとるという．

極大値，極小値を総称して極値と呼ぶ．

定理 4.53 (微分係数と増減，極値) 微分係数と関数の増減および極値の関係に関して次のことがいえる．

• f ′(a) > 0のとき， f (x)は点 x = aにおいて増加の状態にある．

• f ′(a) < 0のとき， f (x)は点 x = aにおいて減少の状態にある．

• f ′(a) = 0, f ′′(a) < 0のとき， f (x)は点 x = aにおいて極大値をとる．

• f ′(a) = 0, f ′′(a) > 0のとき， f (x)は点 x = aにおいて極小値をとる．

（証明）関数 f (x)をテイラー展開して

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 +O

(
(x−a)3) (742)

を得る．x = a±hとおくと

f (a+h) = f (a)+ f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2 +O(h3) (743)

f (a−h) = f (a)− f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2 +O(h3) (744)

となる．hを十分小さな正の値として考える．h3以降の項は十分小さく無視できる． f ′(a) > 0のとき

f (a)− f ′(a)h < f (a) < f (a)+ f ′(a)h (745)

が成り立つので，テイラー展開の 2次の項を無視しすれば

f (a−h) < f (a) < f (a+h) (746)

を得る．よって f (x)は増加の状態にある．次に f ′(a) < 0のとき，同様に

f (a)− f ′(a)h > f (a) > f (a)+ f ′(a)h (747)

⇒ f (a−h) > f (a) > f (a+h) (748)

となるので， f (x)は減少の状態にある．次に f ′(a) = 0, f ′′(a) < 0のとき，

f (a)+
f ′′(a)

2
h2 < f (a) > f (a)+

f ′′(a)
2

h2 (749)

⇒ f (a−h) < f (a) > f (a+h) (750)
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となるので， f (x)は x = aにおいて極大値をとる．最後に f ′(a) = 0, f ′′(a) > 0のとき，

f (a)+
f ′′(a)

2
h2 > f (a) < f (a)+

f ′′(a)
2

h2 (751)

⇒ f (a−h) > f (a) < f (a+h) (752)

となるので， f (x)は x = aにおいて極小値をとる．

問 4.54 参考書（p.58）問題 3-4．

定理 4.55 (単調増加) 関数 f (x)が定義域内の任意の点で f ′(x) > 0であるとき， f (x)は単調増加である．

定理 4.56 (単調減少) 関数 f (x)が定義域内の任意の点で f ′(x) < 0であるとき， f (x)は単調減少である．

4.14 ちょっとまとめ

1. ∞回微分可能な任意の関数 f (x)は巾級数（テイラー級数）で表わされる．

2. 巾級数が与えられたとき，巾級数は関数を一つ定める．

3. もとの関数で議論しても，巾級数で議論しても等価である．

4. 計算の都合が良い方で行なう．

5. 極限，微分，積分の計算において計算しやすい方を用いる．

6. 関数を多項式近似するとき，テイラー展開を用いると議論がしやすい．

7. 関数の局所的な性質が議論しやすい．→増減，極値
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5 積分法

積分法には次の二つの積分がある．

• 不定積分 · · · · · · 微分の逆演算

• 定積分 · · · · · · 面積の計算

それぞれ意味，定義は異なる．まずはそれぞれ独立に定義，性質をみる．その後この二つの積分の間に
ある関係を考える．

5.1 不定積分

関数 f (x)に関して xで “微分をする” という操作を
d
dx
という演算子，作用素（operator）で表すとす

る．すなわち関数 f (x)に微分演算
d
dx
を作用させるとは

d
dx

f (x) = f ′(x) (753)

のことである．この微分演算の逆演算を考える．これを
(

d
dx

)−1

と表記し

(
d
dx

)−1

f (x) = F(x) (754)

と表すことにする．逆演算により得られる関数 F(x)は方程式

d
dx

F(x) = f (x) (755)

を満たす関数と定義する．定義からただちに分かるように，ある関数 F(x)が方程式 (755)を満たすとき，
Cを任意定数として関数 F(x)+Cもまた方程式 (755)を満たす．よって必ず

(
d
dx

)−1

f (x) = F(x)+C (756)

が成り立つ．微分の逆演算
(

d
dx

)−1

は通常
∫

dxという記号を用いる．これで書き直すと

∫
f (x)dx= F(x)+C (757)

と表せる．

定義 5.1 (不定積分) 関数 f (x)に対して，微分演算
d
dx
の逆演算を

∫
dxと表記し，

∫
f (x)dx= F(x)+C

def⇔ d
dx

F(x) = f (x) (758)

と定義する．ただし Cは任意定数である．
∫

f (x)dxを不定積分（indefinite integral）， f (x)を被積分

関数（integrand），Cを積分定数（constant of integration），F(x)を原始関数（primitive function）と
呼ぶ．
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5.2 不定積分の性質

定理 5.2 (不定積分の性質)

(1)
d
dx

∫
f (x)dx= f (x) (759)

(2)
∫

F ′(x)dx= F(x)+C (760)

(3)
∫

(α f (x)+β g(x))dx= α
∫

f (x)dx+β
∫

g(x)dx (761)

（証明） 定義 5.1より
∫

f (x)dx= F(x)+C ⇔ dF(x)
dx

= f (x) (762)

とする．
(1)

（左辺）=
d
dx

∫
f (x)dx=

d
dx

(F(x)+C) =
dF(x)

dx
= f (x) =（右辺）. (763)

(2)

（左辺）=
∫

F ′(x)dx=
∫

dF(x)
dx

dx=
∫

f (x)dx= F(x)+C =（右辺）. (764)

問 5.3 (不定積分の性質) 定理 5.2 (3)を示せ．

注意 5.4 (不定積分の性質) 定理 5.2 (1), (2)より

(
d
dx

)(
d
dx

)−1

f (x) = f (x) , (765)

(
d
dx

)−1(
d
dx

)
f (x) = f (x)+C (766)

が成り立つ．微分と不定積分の演算は可換ではない．

73



5.3 不定積分の基本的な計算

d
dx

x = 1 ⇔
∫

dx= x+C (767)

d
dx

xn+1 = (n+1)xn ⇔
∫

xndx=
xn+1

n+1
+C (n 6=−1) (768)

d
dx

xα+1 = (α +1)xα ⇔
∫

xα dx=
xα+1

α +1
+C (α ∈ R,α 6=−1) (769)





d
dx

logx =
1
x

(x > 0)

d
dx

log(−x) =
1
x

(x < 0)
⇔

∫
1
x

dx= log|x|+C (770)

d
dx

ex = ex ⇔
∫

exdx= ex +C (771)

d
dx

ax = (loga)ax ⇔
∫

axdx=
ax

loga
+C (a > 0,a 6= 1) (772)

d
dx

cosx =−sinx ⇔
∫

sinxdx=−cosx+C (773)

d
dx

sinx = cosx ⇔
∫

cosxdx= sinx+C (774)

d
dx

tanx =
1

cos2x
⇔

∫
1

cos2x
dx= tanx+C (775)

d
dx

Sin−1x =
1√

1−x2
⇔

∫
1√

1−x2
dx= Sin−1x+C (|x|< 1) (776)

d
dx

Tan−1x =
1

1+x2 ⇔
∫

1
1+x2 dx= Tan−1x+C (777)

d
dx

coshx = sinhx ⇔
∫

sinhxdx= coshx+C (778)

d
dx

sinhx = coshx ⇔
∫

coshxdx= sinhx+C (779)

d
dx

tanhx =
1

cosh2x
⇔

∫
1

cosh2x
dx= tanhx+C (780)

d
dx

sinh−1x =
1√

x2 +1
⇔

∫
1√

x2 +1
dx= sinh−1x+C (781)

d
dx

Cosh−1x =
1√

x2−1
⇔

∫
1√

x2−1
dx= Cosh−1x+C (|x|> 1) (782)

d
dx

tanh−1x =
1

1−x2 ⇔
∫

1
1−x2 dx= tanh−1x+C (x 6= 1) (783)
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例 5.5 (不定積分の計算例)

I =
∫

x8dx=
1

8+1
x8+1 +C =

x9

9
+C. (784)

I =
∫

4
√

xdx=
∫

x
1
4 dx=

1
1
4 +1

x
1
4+1 +C =

4
5

x
5
4 +C =

4 4
√

x5

5
+C. (785)

I =
∫

dx
x3 =

∫
x−3dx=

1
−3+1

x−3+1 +C =
1
−2

x−2 +C =− 1
2x2 +C. (786)

I =
∫

(x3−x2 +3x−2)dx=
∫

x3dx−
∫

x2dx+3
∫

xdx−2
∫

dx (787)

=
1

3+1
x3+1− 1

2+1
x2+1 +3

1
1+1

x1+1−2x+C (788)

=
1
4

x4− 1
3

x3 +
3
2

x2−2x+C. (789)

問 5.6 参考書（p.81）問題 4–1．

5.4 置換積分法

定理 5.7 (置換積分法) 積分変数を x = φ(t)と変換すると
∫

f (x)dx=
∫

f (φ(t))φ ′(t)dt =
∫

f (φ(t))
dx
dt

dt (790)

となる．また逆に
∫

f (ψ(x))ψ ′(x)dx=
∫

f (t)dt = F(t)+C = F(ψ(x))+C (791)

と積分変数を t = ψ(x)と置き換えて積分する．この積分の方法を置換積分法（integration by substitution）
という．

（証明）関数 F(x)を f (x)の原始関数とする．変数 xを x = φ(t)と変数変換する．このとき
dF
dt
は合

成関数の微分則より

dF(φ(t))
dt

=
d
dt

F(φ(t)) = F ′(φ(t))φ ′(t) = f (φ(t))φ ′(t) (792)

となる．両辺を t で積分すると
∫

dF
dt

dt =
∫

f (φ(t))φ ′(t)dt (793)

を得る．左辺は
∫

dF(φ(t))
dt

dt = F(φ(t))+C = F(x)+C =
∫

f (x)dx (794)

であるから証明終了．

例 5.8 (置換積分の使用例) 不定積分

I =
∫

(ax+b)mdx (795)
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を計算する．まず

t = ax+b (796)

と変数変換する．このとき両辺を xで微分すると

dt
dx

= a (797)

であるので

dx
dt

=
1
dt
dx

=
1
a

(798)

を得る．これより置換積分法を用いると不定積分は

I =
∫

tmdx
dt

dt =
∫

tm1
a

dt =
1
a

∫
tmdt =





tm+1

a(m+1)
+C (m 6=−1)

1
a

log|t|+C (m= 0)

(799)

となる．変数 t を xに戻すと

I =





(ax+b)m+1

a(m+1)
+C (m 6=−1)

1
a

log|ax+b|+C (m= 0)

(800)

を得る．
置換積分は慣れてくれば変数変換を省略して計算をする．次のように式変形を行なう：

I =
∫

(ax+b)mdx=
1
a

∫
(ax+b)m(ax+b)′dx=





1
a(m+1)

(ax+b)m+1 +C (m 6=−1)

1
a

log|ax+b|+C (m=−1)

. (801)

例 5.9 (置換積分の使用例)

I =
∫

cos(ax+b)dx=
1
a

∫
cos(ax+b)(ax+b)′dx=

1
a

sin(ax+b)+C. (802)

例 5.10 (置換積分の使用例)

I =
∫

dx√
x2 +a2

=
1
a

∫
1√

1+
(

x
a

)2
dx=

∫ (
x
a

)′
√

1+
(

x
a

)2
dx= sinh−1

(x
a

)
+C. (803)

これで不定積分は得られたが他の表現も考える．逆双曲線関数は

sinh−1x = log(x+
√

x2 +1) (804)

とも表される．これを用いると不定積分は

I = log

(
x
a

+

√(x
a

)2
+1

)
+C (805)
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となる．またこれを変形すると

I = log
1
a

(
x+

√
x2 +a2

)
+C = log

(
x+

√
x2 +a2

)
+C− loga (806)

となる．Cは任意の定数なのでC− logaをあらためてCとおき直すと

I = log
(

x+
√

x2 +a2
)

+C (807)

を得る．以上得られた結果は任意定数分の不定性を除けば全て同じ不定積分である．

注意 5.11 (不定積分の関数の表現) 不定積分は計算の方法により得られる結果が一見すると違うときが
ある．これは不定積分が任意定数の不定性をもつためである．注意が必用である．

5.5 部分積分法

定理 5.12 (部分積分法)
∫

f (x)g′(x)dx= f (x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x)dx (808)

これを部分積分法（integration by parts）という．

（証明）関数 f (x)g(x)を微分すると積の微分公式より

( f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x) (809)

を得る．これを両辺を xで積分すると

f (x)g(x) =
∫

( f (x)g(x))′dx=
∫

f ′(x)g(x)dx+
∫

f (x)g′(x)dx (810)

となる．移項すると証明終了．

例 5.13 (部分積分法の使用例)

I =
∫

logxdx=
∫

logx(x)′dx= xlogx−
∫

(logx)′xdx (811)

= xlogx−
∫

1
x

xdx= xlogx−
∫

dx= xlogx−x+C. (812)

例 5.14 (部分積分法の使用例)

I =
∫

xsinxdx=
∫

x(−cosx)′dx=−xcosx+
∫

(x)′ cosxdx (813)

=−xcosx+
∫

cosxdx=−xcosx+sinx+C. (814)

5.6 有理関数の積分

有理関数

f (x) =
a0xN +a1xN−1 + · · ·+aN

b0xM +b1xM−1 + · · ·+bM
(N,M ∈ N) (815)
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の不定積分

I =
∫

f (x)dx (816)

を考える．任意の有理関数は積分可能である．

Step 1（分子を分母で割る） 分子の次数 Nが分母の次数 M 以上のときはまず割り算を行い，

f (x) = N−M 次の多項式+
M−1次以下の多項式

M 次の多項式
(817)

とする．このとき多項式の部分は必ず積分が可能である．よって以後では分子の次数 Nは分母の次数M

より小さい (N < M)とする．

例 5.15 (分子の次数を分母の次数より小さくする) 分子の次数が分母の次数以上の場合はまず分子を分
母で割り，

f (x) =
x3 +4x2 +2x+1

x2 +3
= x+4− x−11

x2 +3
(818)

のように変形する．この式に対して積分すると

I =
∫

f (x)dx=
∫

(x+4)dx−
∫

x−11
x2 +3

dx=
x2

2
+4x−

∫
x−11
x2 +3

dx (819)

となる．多項式部分は積分される．残るは有理式の積分である．以後は N < Mとなる有理関数の積分の
みを考える．

Step 2（分母を因数分解する） 有理式を f (x) =
p(x)
q(x)

とする．分母の多項式 q(x)を実数の範囲で因

数分解する．このとき

q(x) = (x+b1)m1(x+b2)m2 · · ·(x2 +ci x+di)mi (x2 +ci+1x+di+1)mi+1 · · · (820)

と表される．mj は重複度である．2次式の判別式は負である．

例 5.16 (分母の因数分解)

q(x) = x2 +3, (821)

q(x) = x3 +1 = (x+1)(x2−x+1) , (822)

q(x) = x3 +x2−2x = x(x−1)(x+2) . (823)

Step 3（部分分数分解する） 有理式 f (x) =
p(x)
q(x)

を部分分数分解する．すなわち

f (x) =
p(x)
q(x)

=
p(x)

(x+b1)m1(x+b2)m2 · · ·(x2 +ci x+di)mi (x2 +ci+1x+di+1)mi+1 · · · (824)

=
A1,1

x+b1
+

A1,2

(x+b1)2 + · · ·+ A1,m1

(x+b1)m1
(825)

+
A2,1

x+b2
+

A2,2

(x+b2)2 + · · ·+ A2,m2

(x+b2)m2
+ · · · (826)

· · ·+ Ai,1x+Bi,1

x2 +ci x+di
+

Ai,2x+Bi,2

(x2 +ci x+di)2 + · · ·+ Ai,mi x+Bi,mi

(x2 +ci x+di)mi
+ · · · (827)

と変形する．
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例 5.17 (部分分数展開の具体例) 部分分数分解として

1
x3 +1

=
1

(x+1)(x2−x+1)
=

A
x+1

+
Bx+C

x2−x+1
(828)

とする．通分して同じ次数でまとめると

1
x3 +1

=
(A+B)x2 +(B+C−A)x+C

x3 +1
(829)

となる．よって係数は



1 1 0

−1 1 1

1 0 1







A

B

C


 =




0

0

1


 (830)

を満足しなければならない．これを解くと

A =
1
3

, B =−1
3

, C =
2
3

(831)

となる．よって部分分数分解は

1
x3 +1

=
1

(x+1)(x2−x+1)
=

1
3(x+1)

− x−2
3(x2−x+1)

(832)

と表される．

問 5.18 (部分分数展開の計算例) 部分分数分解として

1
x4−x3 +x+1

=
1

(x−1)2(x2 +x+1)
=

A
x−1

+
B

(x−1)2 +
Cx+D

x2 +x+1
(833)

とする．係数 A, B, C, Dを定めよ．

問 5.19 (部分分数展開の計算例) 部分分数分解として

1
x3(x+1)(x2 +1)2 =

A
x

+
B
x2 +

C
x3 +

D
x+1

+
Ex+F
x2 +1

+
Gx+H
(x2 +1)2 (834)

とする．係数 A, B, C, D, E, F , G, H を定めよ．

例 5.20 (部分分数展開の具体例)

x−11
x3 +1

=
A

x+1
+

Bx+C
x2−x+1

=
(A+B)x2 +(−A+B+C)x+(A+C)

(x+1)(x2−x+1)
(835)

より



1 1 0

−1 1 1

1 0 1







A

B

C


 =




0

1

−11


 (836)

となり

A =−4, B = 4, C = 7 (837)

を得る．よって

x−11
x3 +1

=
−4

x+1
+

4x+7
x2−x+1

(838)

となる．
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例 5.21 (部分分数展開の具体例)

f (x) =
x+1

x3 +x2−2x
=

x+1
x(x−1)(x+2)

=
A
x

+
B

x−1
+

C
x+2

(839)

=
(A+B+C)x2 +(A+2B−C)x−2A

x(x−1)(x+2)
(840)

より



1 1 1

1 2 −1

−2 0 0







A

B

C


 =




0

1

1


 (841)

である．解くと

A =−1
2

, B =
2
3

, C =−1
6

(842)

となる．よって

f (x) =− 1
2x

+
2

3(x−1)
− 1

6(x+2)
(843)

を得る．

Step 4（部分分数ごとに積分する） 部分分数ごとに積分を行う．すなわち

I =
∫

f (x)dx (844)

= A1,1

∫
dx

x+b1
+A1,2

∫
dx

(x+b1)2 + · · ·+A1,m1

∫
dx

(x+b1)m1
(845)

+A2,1

∫
dx

x+b2
+A2,2

∫
dx

(x+b2)2 + · · ·+A2,m2

∫
dx

(x+b2)m2
+ · · · (846)

· · ·+
∫

Ai,1x+Bi,1

x2 +ci x+di
dx+

∫
Ai,2x+Bi,2

(x2 +ci x+di)2 dx+ · · ·+
∫

Ai,mi x+Bi,mi

(x2 +ci x+di)mi
dx+ · · · (847)

を計算する．それぞれの場合ごとに積分を考える．
まず，分母の因子が 1次式の場合の積分を行なう．すると

∫
dx

(x+b)m =





log|x+b|+C (m= 1)

−1
m−1

1
(x+b)m−1 +C (m≥ 2)

(848)

を得る．
次に，分母の因子が 2次式の場合の積分を行なう．2次式の判別式が負であることに注意すると

∫
Ax+B

(x2 +cx+d)m dx=
∫

Ax+B((
x+ c

2

)2 +
(

d− c2

4

))m dx (849)

と表される．ここで −a =
c
2

, b2 = d− c2

4
> 0, b > 0とおく．すると

∫
Ax+B

(x2 +cx+d)m dx=
∫

Ax+B

((x−a)2 +b2)m dx (850)

80



と表される．この形から積分を進める．さらに式変形すると
∫

Ax+B

((x−a)2 +b2)m dx=
∫

A(x−a)+(aA+B)
((x−a)2 +b2)m dx (851)

=
A
2

∫
2(x−a)

((x−a)2 +b2)m dx+(aA+B)
∫

dx

((x−a)2 +b2)m (852)

=
A
2

Im+(aA+B)Jm (853)

となる．ここで

Im =
∫

2(x−a)
((x−a)2 +b2)m dx, Jm =

∫
dx

((x−a)2 +b2)m (854)

とおく．第一項目の積分 Imは

Im =
∫ ((x−a)2 +b2)′

((x−a)2 +b2)m dx=





log
∣∣(x−a)2 +b2

∣∣+C (m= 1)

−1
m−1

1

((x−a)2 +b2)m−1 +C (m> 1)
(855)

と求まる．第二項目の積分 Jmを計算する．m= 1のとき

J1 =
∫

dx
(x−a)2 +b2 =

1
b2

∫
dx

1+
(

x−a
b

)2 =
1
b

∫ (
x−a

b

)′

1+
(

x−a
b

)2 dx (856)

=
1
b

Tan−1
(

x−a
b

)
+C (857)

となる．m≥ 2のときは漸化式

Jm =
(

2m−3
2m−2

)
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2

x−a

((x−a)2 +b2)m−1 (858)

より Jmが定まる．これを示す．置換積分を用いると

Jm =
∫

dx

((x−a)2 +b2)m =
1

b2m−1

∫ (
x−a

b

)′
(

1+
(

x−a
b

)2
)m dx=

1
b2m−1

∫
dt

(1+ t2)m (859)
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となる．ここで t =
x−a

b
とおいた．式変形すると

Jm =
1

b2m−1

∫ (1+ t2)− t2

(1+ t2)m dt (860)

=
1

b2m−1

∫
dt

(1+ t2)m−1 −
1

b2m−1

∫
t2

(1+ t2)m dt (861)

=
Jm−1

b2 − 1
b2m−1

∫
t× t

(1+ t2)m dt (862)

=
Jm−1

b2 − 1
b2m−1

∫
t

( −1
2(m−1)

1
(1+ t2)m−1

)′
dt (863)

=
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2m−1

∫
t

(
1

(1+ t2)m−1

)′
dt (864)

=
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2m−1

{
t

(1+ t2)m−1 −
∫

1
(1+ t2)m−1 dt

}
(865)

=
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2m−1

t
(1+ t2)m−1 −

Jm−1

2(m−1)b2 (866)

=
(

2m−3
2m−2

)
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2m−1

t
(1+ t2)m−1 (867)

=
(

2m−3
2m−2

)
Jm−1

b2 +
1

2(m−1)b2

x−a

((x−a)2 +b2)m−1 (868)

となり漸化式を得る．

例 5.22 (部分分数を積分する具体例)

∫
x+1

x3 +x2−2x
dx=

∫ (
− 1

2x
+

2
3(x−1)

− 1
6(x+2)

)
dx (869)

=−1
2

∫
dx
x

+
2
3

∫
dx

x−1
− 1

6

∫
dx

x+2
(870)

=−1
2

log|x|+ 2
3

log|x−1|− 1
6

log|x+2|+C (871)

=
1
6

log

∣∣∣∣
(x−1)4

x3(x+2)

∣∣∣∣+C. (872)
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例 5.23 (部分分数を積分する具体例)

∫
dx

x3 +1
=

∫ (
1

3(x+1)
− x−2

3(x2−x+1)

)
dx (873)

=
1
3

∫
dx

x+1
− 1

3

∫
x−2

x2−x+1
(874)

=
1
3

log|x+1|− 1
3

∫ (
x− 1

2

)− 3
2(

x− 1
2

)2 + 3
4

dx (875)

=
1
3

log|x+1|− 1
3

∫ (
x− 1

2

)
(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx+
1
2

∫
dx(

x− 1
2

)2 + 3
4

(876)

=
1
3

log|x+1|− 1
6

∫
((

x− 1
2

)2 + 3
4

)′
(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx+
1
2

4
3

√
3

2

∫
(

2x−1√
3

)′

1+
(

2x−1√
3

)2 dx (877)

=
1
3

log|x+1|− 1
6

log

∣∣∣∣∣
(

x− 1
2

)2

+
3
4

∣∣∣∣∣+
1√
3

Tan−1
(

2x−1√
3

)
+C (878)

=
1
6

log

∣∣∣∣
(x+1)2

x2−x+1

∣∣∣∣+
1√
3

Tan−1
(

2x−1√
3

)
+C. (879)

例 5.24 (部分分数を積分する具体例)
∫

x−11
x2 +3

dx=
∫

x
x2 +3

dx−11
∫

dx
x2 +3

dx (880)

=
1
2

∫ (x2 +3)′

x2 +3
dx− 11

√
3

3

∫
(

x√
3

)′

1+
(

x√
3

)2 dx (881)

=
1
2

log
∣∣x2 +3

∣∣− 11√
3

Tan−1
(

x√
3

)
+C. (882)

例 5.25 (部分分数を積分する具体例)
∫

x−11
x3 +1

dx=−4
∫

dx
x+1

+
∫

4x+7
x2−x+1

dx (883)

=−4log|x+1|+
∫ 4

(
x− 1

2

)
+9

(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx (884)

=−4log|x+1|+4
∫ (

x− 1
2

)
(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx+9
∫

1(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx (885)

=−4log|x+1|+2
∫

((
x− 1

2

)2 + 3
4

)′
(
x− 1

2

)2 + 3
4

dx+6
√

3
∫

(
2x−1√

3

)′

1+
(

2x−1√
3

)2 dx (886)

=−4log|x+1|+2log

∣∣∣∣∣
(

x− 1
2

)2

+
3
4

∣∣∣∣∣+6
√

3Tan−1
(

2x−1√
3

)
+C (887)

= 2log

∣∣∣∣
x2−x+1
(x+1)2

∣∣∣∣+6
√

3Tan−1
(

2x−1√
3

)
+C. (888)
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5.7 根号を含む関数の積分

関数 f (x)に根号 n
√

ax+b (a 6= 0)を含む場合の不定積分を考える．変数変換

t = n
√

ax+b (889)

とおき置換積分法で求積する．両辺を n乗すると

x =
tn−b

a
(890)

を得る．またこれより

dx
dt

=
ntn−1

a
(891)

が成り立つ．よって f (x)の不定積分は
∫

f (x)dx=
∫

f

(
tn−b

a

)
dx
dt

dt =
n
a

∫
f

(
tn−b

a

)
tn−1dt (892)

より求められる．

例 5.26 (根号を含む場合の計算例) 不定積分

I =
∫

dx

x+2
√

x−1
(893)

を考える．まず

t =
√

x−1 (894)

とおく．これより

x = t2 +1,
dx
dt

= 2t (895)

となる．よって置換積分法より

I =
∫

dx

x+2
√

x−1
dt =

∫
1

(t2 +1)+2t
× (2t)dt = 2

∫
t

(t +1)2 dt (896)

= 2
∫ (t +1)−1

(t +1)2 dt = 2
∫

dt
t +1

−2
∫

dt
(t +1)2 (897)

= 2log|t +1|+ 2
t +1

+C = 2log(1+
√

x−1)+
2

1+
√

x−1
+C (898)

を得る．

関数 f (x)に
√

ax2 +bx+c (a > 0)を含む場合を考える．このときまず
√

ax2 +bx+c = t−√ax (899)

とおく．両辺を二乗すれば

x =
t2−c

b+
√

at
(900)

84



を得る．これより

dx
dt

=
2(
√

at2 +bt+c
√

a)
(a+2

√
at)2 (901)

となる．このとき不定積分は

I =
∫

f (x)dx=
∫

f

(
t2−c

b+
√

at

)
2(
√

at2 +bt+c
√

a)
(b+2

√
at)2 dt (902)

により求まる．

例 5.27 (根号を含む場合の計算例) 不定積分

I =
∫

dx√
x2−1

(903)

を考える．変数変換
√

x2−1 = t−x (904)

とおく．両辺を二乗すれば

x =
1
2

(
t +

1
t

)
(905)

を得る．これより

dx
dt

=
1
2

(
1− 1

t2

)
(906)

となる．よって不定積分は

I =
∫

1

t− 1
2

(
t + 1

t

) 1
2

(
1− 1

t2

)
dt =

∫
dt
t

= log|t|+C (907)

= log
∣∣∣x+

√
x2−1

∣∣∣+C (908)

と求まる．またこの結果は

I = Cosh−1x+C (909)

とも表される．

5.8 三角関数の有理式の積分

三角関数の有理式 f (sinx,cosx, tanx)の不定積分を考える．まず変数変換として

t = tan
(x

2

)
(910)

とおく．このとき

tanx = tan
(

2× x
2

)
=

2tan2
(

x
2

)

1− tan2
(

x
2

) =
2t2

1− t2 (911)
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となる．同様にして

sinx = sin
(

2× x
2

)
= 2sin

(x
2

)
cos

(x
2

)
= 2tan

(x
2

)
cos2

(x
2

)
(912)

= 2tan
(x

2

) 1

1+ tan2
(

x
2

) =
2t

1+ t2 , (913)

cosx = cos
(

2× x
2

)
= cos2

(x
2

)
−sin2

(x
2

)
= 2cos2

(x
2

)
−1 (914)

= 2
1

1+ tan2
(

x
2

) −1 =
2

1+ t2 −1 =
1− t2

1+ t2 (915)

となる．次に t = tan
(

x
2

)
を xで微分すると

dt
dx

=
(

tan
(x

2

))′
=

1
2

1

cos2
(

x
2

) =
1
2

(
1+ tan2

(x
2

))
=

1
2
(1+ t2) (916)

となるので

dx
dt

=
1
dt
dx

=
2

1+ t2 (917)

を得る．よって不定積分は

I =
∫

f (sinx,cosx, tanx)dx=
∫

f

(
2t

1+ t2 ,
1− t2

1+ t2 ,
2t2

1− t2

)
2

1+ t2 dt (918)

により求められる．

例 5.28 (三角関数を含む場合の積分の計算例)

I =
∫

dx
sinx

dt (919)

=
∫

1
2t

1+t2

2
1+ t2 dt =

∫
dt
t

= log|t|+C = log
∣∣∣tan

(x
2

)∣∣∣+C. (920)

5.9 漸化式を用いた積分の計算

例 5.29 (漸化式による不定積分の求積) 不定積分

In =
∫

cosnxdx n= 0,1,2, · · · , (921)

Jn =
∫

sinnxdx, n = 0,1,2, · · · (922)

を考える．n = 0のとき

I0 =
∫

dx= x+C, (923)

J0 =
∫

dx= x+C (924)

を得る．n = 1のとき

I1 =
∫

cosxdx= sinx+C, (925)

J1 =
∫

sinxdx=−cosx+C (926)
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を得る．n≥ 2のときを考える．Inを部分積分を用いて計算すると

In =
∫

cosnxdx=
∫

cosn−1x cosxdx=
∫

cosn−1x(sinx)′dx (927)

= cosn−1x sinx−
∫

(n−1)cosn−2x(−sinx) sinxdx (928)

= cosn−1x sinx+(n−1)
∫

cosn−2x sin2xdx (929)

= cosn−1x sinx+(n−1)
∫

cosn−2x(1−cos2x)dx (930)

= cosn−1x sinx+(n−1)
{∫

cosn−2xdx−
∫

cosnxdx

}
(931)

= cosn−1x sinx+(n−1)(In−2− In) (932)

= cosn−1x sinx+(n−1)In−2− (n−1)In (933)

となる．Inを移項すると

(1+(n−1))In = cosn−1x sinx+(n−1)In−2 (934)

nIn = cosn−1x sinx+(n−1)In−2 (935)

In =
1
n

cosn−1x sinx+
(

1− 1
n

)
In−2 (936)

を得る．最後の式は漸化式である．この漸化式より不定積分 Inが求まる．同様にして

Jn =−1
n

cosx sinn−1x+
(

1− 1
n

)
Jn−2 (937)

を得る．

問 5.30 (漸化式による不定積分の求積) Jnについての漸化式を求めよ．

注意 5.31 (三角関数の不定積分の計算例) In, Jnは n倍角の公式を用いても求積される．（問 2.33参照）

5.10 定積分

定義 5.32 (定積分) 有限区間 [a,b]において関数 f (x)は連続とする．区間 [a,b]を

a = x0 < x1 < x2 < · · ·< xk−1 < xk < · · ·< xn−1 < xn = b (938)

のように n個の領域に分割する．このとき面積

Sn =
n

∑
k=1

f (ξk)∆xk , ξk ∈ Ik = [xk,xk−1] , ∆xk = xk−xk−1 (939)

を考える．極限 n→ ∞のもと面積 Snの極限が存在するとき，この極限を
∫ b

a
f (x)dx= lim

n→∞

n

∑
k=1

f (ξk)∆xk (940)

と書き，関数 f (x)の aから bまでの定積分（definite integral）という．このとき f (x)は積分可能であ
るという．区間 [a,b]を積分区間という．

87



注意 5.33 (定積分の意味) 区間 [a,b]において x軸と y = f (x)とで囲まれた領域の符合付き面積である．

例 5.34 (定積分の具体例)

∫ b

a
cdx= lim

n→∞

n

∑
k=1

f (ξk)∆xk = lim
n→∞

n

∑
k=1

c(xk−xk−1) (941)

= lim
n→∞

c((xn−xn−1)+(xn−1−xn−2)+ · · ·+(x1−x0)) (942)

= lim
n→∞

c(xn−x0) = lim
n→∞

c(b−a) = c(b−a) . (943)

5.11 定積分の性質

定理 5.35 (定積分の性質) 定積分は次の性質をもつ：

(1)
∫ b

a
(α f (x)+β g(x))dx= α

∫ b

a
f (x)dx+β

∫ b

a
g(x)dx.

(2) f (x)≥ 0 (a≤ x≤ b)のとき
∫ b

a
f (x)dx≥ 0.

(3) f (x)≥ g(x) (a≤ x≤ b)のとき
∫ b

a
f (x)dx≥

∫ b

a
g(x)dx.

(4)
∫ b

a
f (x)dx= f (c)(b−a), ∃c∈ (a,b).

(5) a < c < bのとき
∫ b

a
f (x)dx=

∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx.

(6)
∫ b

a
f (x)dx=−

∫ a

b
f (x)dx.

(7)
∫ a

a
f (x)dx= 0.

5.12 定積分と不定積分

定理 5.36 (定積分と不定積分の関係) 関数 f (x)の不定積分から得られる原始関数の一つを

F(x) =
∫

f (x)dx (944)

とする．このとき f (x)の aから bまでの定積分は

∫ b

a
f (x)dx= F(b)−F(a) =

[
F(x)

]b

a
= F(x)

∣∣∣
x=b

x=a
(945)

と表される．

例 5.37 (定積分の計算例)

∫ b

a
α dx= α

∫ b

a
dx= α

[
x
]b

a
= α(b−a) . (946)

これは長方形の面積を表す．
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例 5.38 (定積分の計算例)

∫ b

a
xdx=

[
x2

2

]b

a
=

b2

2
− a2

2
=

1
2
(b2−a2) =

1
2
(b−a)(b+a) . (947)

これは台形の面積を表す．

例 5.39 (定積分の計算例)

∫ π
2

0
cosxdx=

[
sinx

] π
2

0
= sin

π
2
−sin0= 1−0 = 1. (948)

例 5.40 (定積分の計算例)

∫ 1

0

dx
1+x2 =

[
Tan−1x

]1

0
= Tan−1(1)−Tan−1(0) =

π
4
−0 =

π
4

. (949)

5.13 定積分の計算

定理 5.41 (置換積分) 積分変数を x = φ(t)と置き換えると定積分は

∫ b

a
f (x)dx=

∫ φ−1(b)

φ−1(a)
f (φ(t))φ ′(t)dt =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)
f (φ(t))

dx
dt

dt (950)

と表される．

例 5.42 (置換積分の計算例)

I =
∫ π

2

0

cosx

1+sin2x
dx=

∫ 1

0

dt
dx

1+ t2

dx
dt

dt =
∫ 1

0

dt
1+ t2 (951)

=
[
Tan−1x

]1

0
= Tan−1(1)−Tan−1(0) =

π
4
−0 =

π
4

. (952)

ここで t = sinxとおいた．このとき

dt
dx

= cosx,
dx
dt

=
(

dt
dx

)−1

=
1

cosx
(953)

であることを用いた．また積分区間は 0≤ x≤ π
2
から 0 = sin(0)≤ t ≤ 1 = sin

(π
2

)
へと変わる．

定理 5.43 (部分積分)

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx=

[
f (x)g(x)

]b

a
−

∫ b

a
f (x)g′(x)dx. (954)

例 5.44 (部分積分の計算例)

I =
∫ π

0
x sinxdx=

∫ π

0
x(−cosx)′dx=

[
−xcosx

]π

0
−

∫ π

0
1× (−cosx)dx (955)

=
[
−xcosx

]π

0
+

∫ π

0
cosxdx=

[
−xcosx

]π

0
+

[
sinx

]π

0
=

[
−xcosx+sinx

]π

0
(956)

= (−π cosπ +sinπ)− (−0×cos0+sin0) = π . (957)
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定理 5.45 (偶関数，奇関数の定積分) 関数 f (x)が偶関数のとき
∫ a

−a
f (x)dx= 2

∫ a

0
f (x)dx. (958)

関数 f (x)が奇関数のとき
∫ a

−a
f (x)dx= 0. (959)

問 5.46 (三角関数の定積分) 自然数 n,m∈ Nに対して
∫ 2π

0
sinnxdx= 0, (960)

∫ 2π

0
cosnxdx= 0, (961)

∫ 2π

0
sinnxsinmxdx= πδn,m, (962)

∫ 2π

0
sinnxcosmxdx= 0, (963)

∫ 2π

0
cosnxcosmxdx= πδn,m (964)

となることを示せ（ヒント：積和の公式）．ただし，δn,mはクロネッカーのデルタ（Kronecker’s delta）
である．

問 5.47 (三角関数の定積分) 定積分

In =
∫ π

2

0
cosnxdx, Jn =

∫ π
2

0
sinnxdx (n = 0,1,2, · · ·) (965)

は

In = Jn =
(n−1)!!

n!!
εn , εn =





π
2

(n: 偶数)

1 (n: 奇数)
(966)

となることを示せ（ヒント: 例 5.29を用いよ）．

例 5.48 (双曲線関数を用いた定積分) 定積分

I =
∫ −2

−4

√
x2−1dx (967)

を考える．積分区間が x :−4→−2であるから x < 0である．このことに注意して変数変換を

x =−cosht < 0
(
0 < t = Cosh−1(−x)

)
(968)

とする．このとき積分区間は

t : Cosh−1(4)→ Cosh−1(2) (969)

となる．また

dx
dt

=−sinht (970)
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であることを用いると

I =
∫ Cosh−1(2)

Cosh−1(4)

√
cosh2 t−1(−sinht)dt (971)

（積分区間をひっくり返す．cosh2 t−sinh2 t = 1を用いて．） (972)

=−
∫ Cosh−1(4)

Cosh−1(2)
sinht

√
sinh2 t dt =

∫ Cosh−1(4)

Cosh−1(2)
sinht|sinht|dt (973)

（Cosh−1(2)≤ t ≤ Cosh−1(4)のとき sinht > 0より．） (974)

=
∫ Cosh−1(4)

Cosh−1(2)
sinh2 t dt (975)

（sinh2 t = (cosh2t−1)/2を用いて．） (976)

=
1
2

∫ Cosh−1(4)

Cosh−1(2)
(cosh(2t)−1)dt =

1
2

[
1
2

sinh(2t)− t

]Cosh−1(4)

Cosh−1(2)
(977)

=
1
4

sinh(2Cosh−1(4))− 1
4

sinh(2Cosh−1(2))− 1
2

Cosh−1(4)+
1
2

Cosh−1(2) (978)

となる．ここで

Cosh−1(x) = log
(

x+
√

x2−1
)

(979)

であることを用いる．このとき

sinh(2Cosh−1(x)) =
1
2

(
e2log(x+

√
x2−1)−e−2log(x+

√
x2−1)

)
(980)

=
1
2

((
x+

√
x2−1

)2
−

(
1

x+
√

x2−1

)2
)

(981)

=
1
2

((
1

x−
√

x2−1

)2

−
(

1

x+
√

x2−1

)2
)

(982)

=
2x
√

x2−1(
x−

√
x2−1

)2(
x+

√
x2−1

)2 = 2x
√

x2−1 (983)

より

1
4

sinh(2Cosh−1(4))− 1
4

sinh(2Cosh−1(2)) =
2×4

4

√
42−1− 2×2

4

√
22−1 (984)

= 2
√

15−
√

3 (985)

となる．また

− 1
2

Cosh−1(4)+
1
2

Cosh−1(2) =−1
2

log
(

4+
√

42−1
)

+
1
2

log
(

2+
√

22−1
)

(986)

=−1
2

log
4+

√
15

2+
√

3
=−1

2
log

2−√3

4−√15
(987)

である．よって

I = 2
√

15−
√

3− 1
2

log
2−√3

4−√15
(988)

を得る．
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5.14 図形の面積

定理 5.49 (図形の面積) 曲線 y = f (x), y = g(x)と直線 x = a, x = bとで囲まれてできる領域の面積は

S=
∫ b

a
( f (x)−g(x))dx (989)

により求まる．

例 5.50 (図形の面積の計算例) 単位円 x2+y2 = 1の内部の領域の面積を求める．円の方程式は書き直すと

y =±
√

1−x2 (990)

と表される．y(x)は 2価関数である．枝をそれぞれ

f (x) =
√

1−x2 , g(x) =−
√

1−x2 (991)

とおく．このとき円の面積は

S=
∫ 1

−1
( f (x)−g(x))dx=

∫ 1

−1

(√
1−x2−

(
−

√
1−x2

))
dx= 2

∫ 1

−1

√
1−x2dx (992)

= 4
∫ 1

0

√
1−x2dx (993)

（x = cost とおく．dx/dt =−sint であり x : 0→ 1は t : π/2→ 0となる．） (994)

= 4
∫ 0

π
2

√
1−cos2 t(−sint)dt (995)

（積分区間をひっくり返す．cos2 t +sin2 = 1を用いて．） (996)

= 4
∫ π

2

0
|sint|sint dt (997)

（0≤ t ≤ π/2のとき sint ≥ 0より） (998)

= 4
∫ π

2

0
sin2 t dt (999)

（sin2 t = (1−cos2t)/2を用いて．） (1000)

= 2
∫ π

2

0
(1−cos2t)dt =

[
2t−sin2t

] π
2

0
= 2× π

2
−0−sin(π)+sin(0) = π (1001)

と求まる．

5.15 曲線の長さ

定理 5.51 (曲線の長さ) 区間 [a,b]における関数 y = f (x)のグラフの曲線の長さは

s=
∫ b

a

√
1+

(
dy
dx

)2

dx (1002)

により得られる．

注意 5.52 (曲線の長さ) 曲線 sのうちある点 (x,y)のまわりの微小線分を dsとする．このとき dsを斜辺
とする直角三角形を考える．その他の辺の長さを dx, dyとするとピタゴラスの定理より

(ds)2 = (dx)2 +(dy)2 (1003)
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が成り立つ．数学的には厳密ではないが次の展開をすると微小線分 dsは

ds=
√

(dx)2 +(dy)2 =

√
1+

(
dy
dx

)2

dx (1004)

と表される．曲線の長さ sは微小線分 dsを全て足し合わせたものだから

s=
∫ s

0
ds=

∫ b

a

√
1+

(
dy
dx

)2

dx (1005)

となる．

例 5.53 (曲線の長さの計算例) 単位円の円周の長さを考える．x2 +y2 = 1より y =±
√

1−x2だから多価
関数の枝を分けて

y+ =
√

1−x2 , y− =−
√

1−x2 (1006)

とする．このとき

y±
dx

=
∓x√
1−x2

,

√
1+

(
dy±
dx

)2

=
1√

1−x2
(1007)

が成り立つ．よって

s=
∫ 1

−1

√
1+

(
dy+

dx

)2

dx+
∫ 1

−1

√
1+

(
dy−
dx

)2

dx= 2
∫ 1

−1

dx√
1−x2

= 4
∫ 1

0

dx√
1−x2

(1008)

= 4
[
Sin−1x

]1

0
= 4

(
Sin−1(1)−Sin−1(0)

)
= 4

(π
2
−0

)
= 2π (1009)

を得る．

例 5.54 (曲線の長さの計算例) −1≤ x≤ 1における曲線 y = x2の長さ考える．dy/dx= 2xであるから曲
線の長さ sは

s=
∫ 1

−1

√
1+

(
dy
dx

)2

dx=
∫ 1

−1

√
1+4x2dx= 2

∫ 1

0

√
1+4x2dx (1010)

と表される．積分を計算する．置換積分として

x =
1
2

sinht ,
dx
dt

=
1
2

cosht , t : 0→ sinh−1(2) (1011)

とおく．すると

s=
∫ sinh−1(2)

0
cosht

√
1+sinh2 t dt (1012)

となる．双曲線関数の性質

cosh2 t−sinh2 t = 1 (1013)

を用いると

s=
∫ sinh−1(2)

0
cosh2 t dt (1014)
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となる．

cosh2 t =
1
2
(cosh2t +1) (1015)

を用いると

s=
1
2

∫ sinh−1(2)

0
(cosh2t +1)dt =

[
1
4

sinh2t +
t
2

]sinh−1(2)

0
(1016)

=
1
4

(
sinh(2sinh−1(2))−sinh(2sinh−1(0))

)
+

1
2

(
sinh−1(2)−sinh−1(0)

)
(1017)

=
1
4

sinh(2sinh−1(2))+
1
2

sinh−1(2) (1018)

となる．ここで

sinh−1 t = log
(

t +
√

t2 +1
)

(1019)

であることを用いると

s=
1
4

e2log(2+
√

22+1)−e−2log(2+
√

22+1)

2
+

1
2

log(2+
√

22 +1) (1020)

=
1
8

((
2+

√
5
)2
−

(
1

2+
√

5

)2
)

+
1
2

log(2+
√

5) (1021)

=
1
8

((
1√

5−2

)2

−
(

1√
5+2

)2
)

+
1
2

log(2+
√

5) (1022)

=
1
8

(
√

5+2)2− (
√

5−2)2

(
√

5−2)2(
√

5+2)2
+

1
2

log(2+
√

5) =
√

5+
1
2

log(2+
√

5) (1023)

を得る．

5.16 回転体の体積

定理 5.55 (回転体の体積) 曲線 y = f (x)と直線 x = a, x = b, y = 0とで囲まれてできる図形を x軸の回り
で 1回転してできる立体の体積は

V = π
∫ b

a
( f (x))2 dx (1024)

により求まる．

例 5.56 (回転体の体積) y = x2と x = 1, y = 0とで囲まれてできる領域を x軸の回りで 1回転してできる
立体の体積は

V = π
∫ 1

0

(
x2)2

dx= π
∫ 1

0
x4dx=

[
x5

5

]1

0
=

π
5

. (1025)

問 5.57 (回転体の体積) x2 +(y−2)2 = 1の内部の領域を x軸の回りで 1回転してできる立体の体積を求
めよ．
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5.17 広義積分

有限区間で連続な関数に対し定義される量が定積分である．不連続点を含む区間や無限区間における
積分へ拡張する．この拡張された積分を広義積分（improper integral）という．

定義 5.58 (不連続点を含む区間での広義積分) 関数 f (x)が x = aで不連続で， (a,b]で連続なとき，
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε→+0

∫ b

a+ε
f (x)dx. (1026)

x = bで不連続で，[a,b)で連続なとき，
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε→+0

∫ b−ε

a
f (x)dx. (1027)

x = c (a < c < b)で不連続で，[a,b]で連続なとき，
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε1→+0

∫ b

a+ε1

f (x)dx+ lim
ε2→+0

∫ b−ε2

a
f (x)dx. (1028)

以上の極限が存在するとき広義積分は収束するという．

例 5.59 (不連続点を含む広義積分の具体例)
∫ 1

0

dx√
x

= lim
ε→+0

∫ 1

0+ε

dx√
x

= lim
ε→+0

[
2
√

x
]1

0+ε
= lim

ε→+0

(
2
√

1−2
√

ε
)

= 2. (1029)

∫ 1

0

dx
x

= lim
ε→+0

∫ 1

0+ε

dx
x

= lim
ε→+0

[
log|x|

]1

0+ε
= lim

ε→+0
(log1− logε) =− lim

ε→+0
logε = +∞ . (1030)

∫ 1

0

dx
x2 = lim

ε→+0

∫ 1

0+ε

dx
x2 = lim

ε→+0

[
−1

x

]1

0+ε
= lim

ε→+0

(
−1+

1
ε

)
= +∞ . (1031)

定理 5.60 (広義積分の収束次数) 実数 p > 0に対して次の広義積分が成り立つ：

∫ 1

0

dx
xp =





1
1− p

(0 < p < 1)

+∞ (p≥ 1)
(1032)

問 5.61 (広義積分の収束次数) これを示せ．

定義 5.62 (無限区間での広義積分) 関数 f (x)が無限区間 [a,∞)で連続なとき，
∫ +∞

a
f (x)dx= lim

b→+∞

∫ b

a
f (x)dx. (1033)

無限区間 (−∞,b]で連続なとき，
∫ b

−∞
f (x)dx= lim

a→−∞

∫ b

a
f (x)dx. (1034)

無限区間 (−∞,∞)で連続なとき，
∫ +∞

−∞
f (x)dx= lim

a→−∞
lim

b→+∞

∫ b

a
f (x)dx. (1035)

以上の極限が存在するとき広義積分は収束するという．
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例 5.63 (無限区間での広義積分の具体例)

∫ ∞

0

dx
x2 +1

= lim
b→∞

∫ b

0

dx
x2 +1

= lim
b→∞

[
Tan−1x

]b

0
= lim

b→∞

(
Tan−1(b)−Tan−1(0)

)
(1036)

= lim
b→∞

Tan−1(b) =
π
2

. (1037)

例 5.64 (無限区間での広義積分の具体例) α > 0に対して

∫ 0

−∞
eα xdx= lim

a→−∞

∫ 0

a
eα xdx= lim

a→−∞

[
1
α

eα x
]0

a
= lim

a→−∞

1
α

(1−eα a) =
1
α

. (1038)

例 5.65 (無限区間での広義積分の具体例)

∫ ∞

1

dx√
x

= lim
b→∞

∫ b

1

dx√
x

= lim
b→∞

[
2
√

x
]b

1
= lim

b→∞

(
2
√

b−2
)

= +∞ . (1039)

∫ ∞

1

dx
x

= lim
b→∞

∫ b

1

dx
x

= lim
b→∞

[
logx

]b

1
= lim

b→∞
(logb− log1) = lim

b→∞
logb = +∞ . (1040)

∫ ∞

1

dx
x2 = lim

b→∞

∫ b

1

dx
x2 = lim

b→∞

[
−1

x

]b

1
= lim

b→∞

(
−1

b
+1

)
= 1. (1041)

定理 5.66 (広義積分の収束次数) 実数 p > 0に対して次の広義積分が成り立つ：

∫ ∞

1

dx
xp =





+∞ (0 < p≤ 1)

1
1− p

(p > 1)
(1042)

問 5.67 (広義積分の収束次数) これを示せ．

5.18 コーシーの主値積分

定義 5.68 (コーシーの主値積分) 関数 f (x)が x= c (a< c< b)で不連続で，有限区間 [a,b]で連続なとき，

v.p.
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε→+0

(∫ c−ε

a
f (x)dx+

∫ b

c+ε
f (x)dx

)
(1043)

を cにおけるコーシーの主値積分（Cauchy’s principal values of integral）という．また関数 f (x)が無
限区間 (∞,∞)で連続なとき，

v.p.
∫ ∞

−∞
f (x)dx= lim

a→∞

(∫ a

−a
f (x)dx

)
(1044)

を ∞におけるコーシーの主値積分という．主値積分はまた

P
∫ b

a
f (x)dx (1045)

とも表記する．
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例 5.69 (広義積分での計算例)

∫ 1

−1

dx
x

=
∫ 0

−1

dx
x

+
∫ 1

0

dx
x

= lim
ε1→+0

lim
ε2→+0

(∫ −ε1

−1

dx
x

+
∫ 1

ε2

dx
x

)
(1046)

= lim
ε1→+0

[
log|x|

]−ε1

−1
+ lim

ε2→+0

[
log|x|

]1

ε2

(1047)

= lim
ε1→+0

(logε1− log1)+ lim
ε2→+0

(log1− logε2) (1048)

= lim
ε1→+0

logε1− lim
ε2→+0

logε2 =−∞+∞ . · · · 不確定 (1049)

例 5.70 (コーシーの主値積分での計算例)

∫ 1

−1

dx
x

=
∫ 0

−1

dx
x

+
∫ 1

0

dx
x

= lim
ε→+0

(∫ −ε

−1

dx
x

+
∫ 1

ε

dx
x

)
(1050)

= lim
ε→+0

[
log|x|

]−ε

−1
+

[
log|x|

]1

ε
(1051)

= lim
ε→+0

(logε− log1+ log1− logε) (1052)

= lim
ε→+0

(logε− logε) = 0. · · · 有限確定 (1053)
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